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Streszczenie. W pracy zaakcentowano niebezpistza zwizane ze ztym uwarunkowa-
niem klasycznych probleméw modelowania matematyganmateriatéw lepkospzytych: zada
wyznaczania modeli Maxwella i Kelvina oraz zaddentyfikacji spektr relaksacji i retardacji tych
materiatéw. W problemach tych nawet niewielka zraiglanych zadania (np. danychéw@dczal-
nych) mae powodowa drastycza zmiare uzyskanego rozweania. Oprocz niezioinych przykta-
doéw numerycznych rozwania zilustrowano przyktadami identyfikacji modphobki rzeczywiste-
go materiatu rélinnego - buraka cukrowego odmiany Janus badanegt@amie jednoosiowego od-
ksztalcenia w warunkach oleen udarowych. Przedstawiono tak remedium jakim miae by
ograniczenie zbioru rozwizan dopuszczalnych lub odpowiednia regularyzacja ol oryginal-
nego. Zastosowanie tego remedium do identyfikagdeu Maxwella i spektrum relaksacgdzie
przedmiotem kolejnych prac.

Stowa kluczowe: lepkosgrystas¢, model Maxwella, spektrum relaksacji, probléie posta-
wiony

WSTEP

Dobér odpowiedniej reprezentacji matematycznepdetu matematycznego —
ma zasadnicze znaczenie w analizie systemoéw fizptenNybdér modelu zahy
od dwu podstawowych kryteriow: od jego przeznacea determinuje typ i po-
sta¢ modelu oraz, co prawdopodobnie zazwyczaj jestrisgsze, od maiwosci
jego wyznaczenia w postaci flmowej. Wyznaczenie modelu matematycznego
systemu (procesu) na podstawie danych pomiarowygbgo identyfikacja. Aby
znalez¢ taki model, ktéry dobrze (najlepiej) opisuje systéproces) naley opra-
cowa odpowiedrm metod identyfikacji (Ljung 1999).
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Dazeniem kadego badacza jest, aby jego problem naukowy pdsiadaia-
zanie, rozwqzanie to bylo jednoznaczne, a niewielka zmiana dammadania (np.
danych déwiadczalnych) nie powodowata drastycznej zmianyskapego roz-
wiazania — czyli problem dobrze postawiony w sensieafgarda (Gutenbaum
2003). Jednak bardzo wiele rzeczywistych problemméadelowania matema-
tycznego nie spetnia tych warunkow a t® problemyzle postawione. &one
wszechobecne we wspoétczesnej nauce i technice.tdjeypszyktadowo na grun-
cie identyfikacji i modelowania systemow oraz syigmaw: automatyce (Goet-
hals i in. 2003, Van Gestel i in. 2001), wielu adlzmach fizyki (Glasko 1988,
Osipov i in. 2005), biochemii (Dash i in. 2005)pkoigii, (Padron 1998), medycy-
nie (loannides 2002, Galka i in. 2004).

Problemamizle postawionymi g takze klasyczne problemy modelowania ma-
tematycznego materiatow o wtasoi@mch lepkospizytych: zadania wyznaczania
modeli Maxwella i Kelvina oraz zadania identyfikiaspektr relaksacji i retardacji
tych materiatéw. Zadania tey gle postawionymi problemami odwrotnymi. llu-
struja to podane riej przykiady.

Celem tej pracy jest zwrOcenie uwagi na zagnia zwazane ze ztym uwa-
runkowaniem zadawyznaczania modeli matematycznych materiatow lgjiclo
nych o wtasnéciach liniowo-lepkospyzystych. Oprocz przyktadéw numerycz-
nych rozwaania zilustrowano przykladami identyfikacji modeMaxwella i
spektrum relaksacji probki rzeczywistego materiailinnego - buraka cukrowe-
go odmiany Janus. Przedstawienie remedium, jaksh Zastosowanie techniki
regularyzacji oryginalnego problemu, jest przedemonastpnych prac.

IDENTYFIKACJA MODELU MAXWELLA — PROBLEM ZLE POSTAWIONY

Klasycznym sposobem opisu zjawiska relaksacji ¢i@przachodacego w li-
niowych stacjonarnych materiatach lepkeggstych jest sumacyjny model
Maxwella o strukturze przedstawionej na rysunkdokany z elementow spry-
stych o modutach sgiystasci E; i elementow lepkich o wspotczynnikach lep-

kosci dynamicznejs7; . Modut relaksacjiG(t) (jednoosiowa funkcja relaksacii

napezen) modelu Maxwella jest postaci:
G(t)= jzrizl E; o Vi
gdzie statev; =E; //7 j to czstotliwosci relaksacji poszczegdinych gat mode-

+E, ., D

lu, E, jest wartdcia ustalora modutu relaksacji (andong-term modulus), a k
oznacza liczb gakzi modelu.
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Rys. 1.Uogodlniony sumacyjny model Maxwella z elementemagstym g
Fig. 1. Generalized discrete Maxwell model with additioeklstic elemeng,

Problem identyfikacji modelu Maxwella na podstawieskretnych pomiaréw
modutu relaksacji zgromadzonych wéde relaksacji nagren sprowadza sido
wyznaczenia jego parametréw, tak aby model tenngglepiej przybliat dane
pomiarowe, z reguly optymalnie w sensie najmnig¢jsaeny kwadratéw. Zadanie
identyfikacji modelu Maxwella jest wt znanym w teorii identyfikacji i inten-
sywnie badanym od potowy lat siedemdziggih XX wieku, nieliniowym pro-
blemem aproksymacji danych skazora sum funkcji ekspotencjalnych (Holmst-
rom i Petersson 2002). Wiadomo od kilkudziesi lat, ze problem ten jest zada-
niem skomplikowanym i stosunkowo trudnym numeryezii{ammler 1979, Va-
rah 1985, Holmstrom i Petersson 2002)z Jianczos (1956), a naghie
Kammler (1979) oraz Varah (1985) pokazati,nawet w zadaniu aproksymacji
ciagu monotonicznie malgiego sum dwu funkcji ekspotencjalnych, me ist-
nie¢ kilka modeli optymalnych. Lanczos wskazat zakna skraja wrazliwosc¢
wyktadnikbw v na nawet bardzo mate zaburzenia danych. Niektéoblgmy
zwigzane z identyfikagjmodelu Maxwella ilustruje nagiujacy prosty przykiad.
Przyktad 1. Rozwamy materiat liniowo lepkospgeysty, ktérego modut relaksa-
cji G(t) opisany jest funkgj

G(t)=Ee™" +E,, 2)

wartcici jego parametréw podano w tabeli 1. Modut relaks6 (t)=G(t) + z(t)

z zaktdceniami pomiarowymiz(t) o rozktadzie jednostajnym w przedziale
[-0,4,0,4] MPa sprobkowano WN =40 punktach pomiarowych ze statym okre-
sem prébkowaniadt =3s; pomiary {G(ti )} zaznaczono na rysunku 2. Pkgyj
model Maxwella postaci:

GM (t): EM e_tVM + EM,oo (3)
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i zastosowano kwadratowy wskak jakosci modelu:
N r= 2
Q(Em EmyeorVm )Zﬁzl [G(t)-Gm (&))" (4)
1=

Problem optymalnej w sensie wgkika (4) identyfikacji

min Evm L EM 0,V 5
Em >0, Ep 20,V >0 Q( MM, M) ®)

posiada rozwizanie jednoznaczne, wastd parametrow optymalnego modelu
podano w tabeli 1. W tabeli podano zalodpowiednie wartai czasow relaksacji
T=n/E, 1\ =nm /Em 1 WSpOtczynnikow lepkéci dynamicznej oraz wzgtine
btedy estymaciji parametrow materiatu (2). Informaoj zaktdceniach pomiaro-
wych niesie stosunek norwz/uéuz [100% = 2 59% ,» gdzie| [j, 0znacza norm

kwadratows w odpowiedniej przestrzeni euklidesowej, a wektpoyniarow mo-
dutu relaksacji i wartai zaklocé w chwilach czasu; =i4t, i=1,...,N, zdefi-

niowane § nastpujaco:

G=[G(t) ... G(tn)]' z=[2(y) ... z{tn)]" (6)

Najmniejszy z bjdéw oszacowania parametréw materiatu (2) jest ropiaywvie
6% , pozostate istotnie przekraczdj0% . Wobec tego niewielkie zaktdcenia po-
woduja znaczenie weksze bédy oszacowania parametrow modelu, mie
wzgledny wskanik jakosci

N [ 2/
ﬁ 5 [G (t;)-Epye Mt - EM,OO] / G(t;)?=3357007%.
i=1

Tabela 1.Parametry materiatu (2) i jego optymalnego modiéaxwella (3)
Table 1. The parameters of the material (2) and the optitatwell model (3)

Parametry materialu Parametry modelu optymalnego Btedy estymacji parametrow
The material parameters The optimal model parameters The parameter estimation errors

E=10MPa Ey =105777MPa (Em - E)/EDO0%=5,78%

E., =8MPa Eme =75168MPa (Ewo —EMe0)/Eco 100%=248%
v=0025s"" vy =0,0215s71 (v-vm )/v 1000 =14%

1=40s Ty =46512s (ry —7)/T 1004 =1628%
n=E/v=400MPal® v =Em /vm =487,098MPals (7 —77)/nA00%=2178%
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Bardzo dobre dopasowanie optymalnego modelu dakéyneksperymentu
ilustruje tex rysunek 2. W zadaniu tym rozyzianie istnieje i jest jednoznaczne, a
mimo to zaburzenia danych @aadczalnych powoduaj wielokrotnie silniejsze
zaburzenia oszacowa Spowodowane jest to zlym uwarunkowaniem hesjanu
H(Em Emw VM )=H wskanika Q(Ey Em.,Vw ) (Varah 1990). Spektralny
wskaznik uwarunkowania hesjanu zdefiniowany jest stogamknajwikszej war-
tosci szczegdlnejo,(#) macierzy # do jej najmniejszej niezerowej wadtd
szczegoblnep, (#) (Kietbashski i Schwetlick 1994), czyli
_o01(#)

o (#H)’

Dla rzeczywistych parametrow materialu  przyjmuje  omvartasé
k (# (EE ,v))=1,056 10", @ wkc wielokrotnie przekracza numerycznie akcep-

towam wartas¢ 100" (Kietbasiski i Schwetlick 1994).

k(%) ()

Czas — Timd (9)

Rys. 2.Pomiary modutu relaksaqg; (t) (punkty) oraz jego modelu optymalnegg, (t) (linia ciagta)
Fig. 2. The relaxation modulus measuremegtg; ) (points) and the best modegl, (t) (solid line)

Ten prosty przyktad o jednoznacznym rogzeiniu wskazujeze nawet dosko-
natle dopasowanie modelu do danychvdadczalnych mge nie gwarantowa
dobrego oszacowania jego parametrowli jproblem jestzle uwarunkowany.
Znajoma¢ wspotczynnikow sprzystasci E; 1 wspotczynnikow lepkéci dyna-
micznej badanego materiatu jest zstotna w wielu zastosowaniach, przyktado-
wo w analizie standéw nagten i odksztalcé metod, elementow skaczonych.
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Przyktad 2. W tym przyktadzie wyznaczymy czteroparametrowy siddaxwel-

la opisujcy zjawisko relaksacji nagren prébki rzeczywistego materiatu stim-
nego — buraka cukrowego odmiany Janus badanega fpéackiego i jego
wspotpracownikéw (Gotacki i in. 2003). Przgje modelu liniowo lepkospey-
stego do opisu mechanicznych wiasngrébek badanego materialu uzasadniaj
wyniki bada prezentowane w wielu pracach, np. (Bzowska-Bakal&94, Go-
tacki 2002). Walcow probk; o srednicy i wysokéci 20 mm poddano ztéonemu

z dwu faz testowi relaksacji nagen w warunkach stanu jednoosiowego od-
ksztalcenia - probkumieszczono w stalowym cylindrze unieffiwiajacym jej
boczne odksztatcenie i odksztalcano w pierwszee festu poprzez przesuwanie
tloka z pedkoscia 0,5 m-8, az do osigniccia zatgonej statej wartéci odksztal-
cenia &g =0,04 utrzymywanego w drugiej fazie testu. Zmienm czasie si re-
akcji probki rejestrowano przel00s w 40000 punktach pomiarowych ze statym
okresem probkowaniadt =0,0025s. Do identyfikacji wybrano 958 punktow
z okresem probkowanidt; =01s na odcinku czas0,5<t<96,2s. Dane pomia-
rowe poddano wepnej filtracji metod Savitzky’ego-Golay’a.

Na podstawie przefiltrowanych pomiarow sity realkimdanej prébki wyzna-
czono pomiary modutu relaksac{}ﬁ(ti )} W literaturze znanych jest kilka algo-
rytméw wyznaczania modutu relaksacji na podstavaenipréow napgzenia. Tu
zastosowano zmodyfikowany w rozprawie (Stankiew2097) algorytm Zapasa
I Crafta (Zapas i Phillips 1971). Pomiary modutlaksacji przedstawia rysunek
3. Dane pomiarowe{(_a (t )} aproksymowano czteroparametrowym modelem

Maxwella postaci
Gwm (t) = EM,l e_tVM’l + EM,Z e_tVM’Z . (8)

Parametry modelu optymalnego w sensie najmniemzejy kwadratow kidow
modelu podano w kolumnie pierwszej tabeli 2. Dovwgfznaczenia zastosowano
metod: Marquardta-Levenberga. Naghie ze zbioru danych usgto pie¢ pierw-
szych punktéw pomiarowych i ponownie wyznaczonoyop@ine parametry mo-
delu Maxwella (8) — podano je w kolumnie drugiepeh 2. Podobnie jak po-
przednio w tabeli 2 zestawiono tak odpowiednie wartgi czaséw relaksaciji
i wspotczynnikow lepkéci dynamicznej oraz wzgline bedy estymacji parame-
trow modelu. Przebieg modutu relaksacji modeli amjnych ilustrug linie: cia-
gla i przerywana na rysunku 3.



O ZLE | DOBRZE POSTAWIONYCH PROBLEMACH 195

Tabela 2.Parametry optymalnego modelu Maxwella (8)
Table 2 The parameters of the optimal Maxwell model (8)

Parametry modelu dla Parametry modelu dla
pierwszego zbioru danych drugiego zbioru danych Btedy oszacowania parametrow
The model parameters for The model parameters for The parameter estimation errors

the first set of data the second set of data
Em1=10559814VPa Em1=10552693vPa (Em1~Em1)/Ema 100% =0,068%
Em2 =16552230MPa  Ejy, =7.81058MPa (Em2-Em2)/Emo 100% =1119%
Vpz =0,000843s 72 Vpy =0,00083257 (VM1 =Pma)/7ima 100 =1322%
Y = 746692251 Uy =290147257F (vm2 ~Vm2)/P2 100% =1573%
w1 =118623962s Tim1=1201923077s (Fm1—7Tm1)/Tm 2006 =1322%
Ty2 =0133924s Tmo =0,344653s (Tm2 —Tm2)/Tm2 100% =157,3%
Nwm1=12526469 MPals  7y1 =126833MPals  (Tva —/7ma)/Tma 100% =1254%
N2 =221674MPals vz =269193MPas (w2 —7w2)/Tv2 00% = 21,44%

Gualt) (MPa)

7o
\

GM,Z(t) (MPa)
---- 10

0 20 40 60 80 100
Czas — Timd (9)

Rys. 3.Pomiary modutu relaksaci5 (t;) probki buraka cukrowego (punkty) oraz optymalnedete
wyznaczone dla pierwszego (liniagi) i drugiego (linia przerywana) zbioru danych

Fig. 3. Relaxation modulus measuremed#t; ) of a sample of sugar beet root (points) and thienap
models determined for the first (solid line) andosel (dot line) set of measurement data



196 A. STANKIEWICZ

Sredniokwadratowy wskanik jakasci modelu optymalnego dla pierwszego
zbioru danych pomiarowyc® = 4,28-1C°, dla drugiego zbioru danych jego war-
tos¢ optymalna toQ = 3,823-10°. Wskanik uwarunkowania hesjanu wskaka
jakaosci dla optymalnych parametréw modelu wyznaczonylehpierwszego zbio-

ru punktéw pomiarowych (# )= 27490103, dla modelu optymalnego dla dru-
giego zbioru pomiaréwe (#)=1902010'2. W przyktadzie tym usugtie pkciu
sparod prawie tysica punktéw pomiarowych spowodowato istptponad
100%) zmiar oszacowania niektérych parametrow modelu.

Znacznie drastyczniej ilustruje konsekwencje ziegarunkowania zadania
przedstawiony pounegj przyktad identyfikacji spektrum relaksacji. Wiehutorow
(Christensen 1971, Hellebrand 1995, Anderssen i2Q§2) zwraca uwagna to,
iz spektrum relaksacji niesie petmformacg o wkasndciach mechanicznych ma-
teriatdw lepkospgzystych. Znajc spektrum relaksacji moa wyznacz§ inne,
stosowane w obliczeniachzynierskich, charakterystyki materiatowe.

SPEKTRUM RELAKSACJI

W reologii powszechnie przyjmujegsize modut relaksacjiG(t) posiada cat-
kowa reprezentagjpostaci (Christensen 1971, Anderssen i Loy 2002)

G(t)= [H{)edv, ©)
0

gdzie nieujemna funkcjad (¥) nazywana jest spektrumestotliwoici relaksacii,
za& v oznacza ogtotliwasé relaksacji. Cigte spektrum relaksacji (v) charak-
teryzuje fraka} elementéw catkowego modelu Maxwella (9) @statliwosciach
relaksacji zawieragych sg¢ pomiedzy v av+dv.

Spektrum relaksacji nie jest wprost dpste pomiarowo, musi Wt byt wy-
Znaczane w oparciu o charakterystyki pomiarowoegost, np. na podstawie po-
miaréw modutu relaksacji. Jest to jeden z klasychrgrobleméw reologii.

IDENTYFIKACJA SPEKTRUM RELAKSACJI -ZLE POSTAWIONY PROBLEM
ODWROTNY

ZatGzmy, ze dysponujemy pomiarami modutu relaksa@j(t; ) = G(t; ) + z(t;)
w chwilach czasu; >0, i =1,...,N, gdzie z(t; ) jest addytywnym kidem pomia-
rowym. Dla kadegot; model (9) przyjmuje posta



O ZLE | DOBRZE POSTAWIONYCH PROBLEMACH 197

G(t)=[H(v)e Wdv. (10)
0

Niech v, =k4v, k=0....,K, gdzie krok prébkowania ggtotliwosci relaksacji
Av >0. Catky z prawej strony modelu (10) mua dlai =1,...,N przyblizy¢ su-
ma

K
G(t;) O Y H (v )e iV av, (12)
k=0
a definiupc macierz
e_thO e_thK
A=A4v : : (12)
etnVo o gTtvk

i zastpujac modutG(t; ) pomiaremG (t; ) otrzymujemy uktad rownapostaci
G UOAH , (13)

w ktérym niewiadom jest wektorH =[H (vy) ... H(vk)]" wartdici spektrum
relaksacji dla ogstotliwoici relaksacjivy, =kA4v, a wektorG jest zdefiniowany

wzorem (6). Istnienie i wlasioi rozwiazania uktadu (13) zatg od wiasndci
macierzy A (12). Macierz ta, nawet i jest teoretycznie nieosobliwa (co jest
mozliwe, gdy N =K) lub petnego rgdu kolumnowego (dleN >K ), w praktyce
ze wzgkdu na wiasngi funkcji ekspotencjalnej, ktéra bardzo szybkoikardo
zera oraz lddy zaoknglen powstajce przy obliczaniu jej elementdw, w szcze-
go6Incéci tych bliskich zeru, jest macierniepetnego rgdu. Wobec tego e#é
wartasci szczegolnych macierzyA jest rowna zeru, a to oznacza, rozwhzanie
problemu (13) — jdi istnieje — jest niejednoznaczne. Wiastiaozwiazania pro-
blemu (13) zalea w szczegdlnéci od spektralnego wskaika uwarunkowania
k(A) macierzy A4 zdefiniowanego wzorem (7). W tym liniowym zadaniu

wskaznik «(A) wskazuje o ile razy nmie zwigkszy sie btad wzgkdny rozwi-
zania uktadu (13)4H|, /|H[, w zalencsci od wzgkdnej zmiany danych, w

szczegblnéci spowodowanej zakloceniami i mierzonej stosunkierorm
IZl, /|G|, , wektory pomiaréw modutu relaksacii i wasth zakiécer zdefinio-
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wane § wzorem (6). Zalenos¢ spektralnego wskaika uwarunkowania macie-
rzy A od liczby punktow prébkowania modutu relaksaldji oraz dtugéci kroku
probkowaniadv dla 2<N<20 i 0,005s4v<0]1 orazt; =i ilustruje rysunek

4; przy sporadzaniu wykresu zalmno dla uproszczeniag N =K .

k(A)

20

Rys. 4.Spektralny wskanik uwarunkowania«((A) macierzy A w funkcji kroku prébkowanigdy

oraz: liczby punktéw prébkowanill , N = K
Fig. 4. The spectral condition ratiQ(A) of the matrix A as a function of sampling periody

and the number of sampling poirts, N =K

~ Juzdla N = 10 wskaznik k(A)=10'°, a to oznaczae jesli btad wzgkdny od
zakiocé |7, /|G|, =107, to bad wzgkdny rozwizania ukkadu (13)

laH],/[H ], =10%. tatwo take zauway¢, ze juz dla N=4 wskamnik «(A)

przekracza numerycznie akceptowalvarta¢ rowna 10* (Kietbashski i Schwe-

tlick 1994, str. 141) oraze dla ustalonegdN wartas¢ wskaznika x(A) jest tym

wigksza, im mniejszy jest krok prébkowaniv , czyli im doktadniej catka (10)
przyblizana jest sum(11).

Problem liniowo-kwadratowy (13) generalnie nie ipda jednoznacznego
rozwiazania, a silnie zte uwarunkowanie macier&y(12) powodujeze kade z
jego rozwazan jest niecagte wzgkdem danych zadania, co oznacza,nawet
bardzo mate wahania danych zadania (w tym nievaetlkikibcenia) magpowo-
dowat bardzo due fluktuacje rozwjzania. llustruje to kolejny przyktad.
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Rys. 5.Spektrum relaksacki(v)(14) (linia cagta) oraz jego modedly(V)(linia przerywana)
Fig. 5. Relaxation spectrurd(v) (14) (solid line) and the normal modey,(v)((dash line)

Przyktad 3. Dany jest materiat liniowo lepkosgysty, ktérego spektrum egto-
tliwosci relaksacji opisuje rozktad Gaussa

__ 1  _~(v-20?/72
H(V) e . (14)

Jego modut relaksacjG(t) sprébkowano z zaktbceniami pomiarowyra(t)
o rozktadzie jednostajnym w przedziaje 0,0250,029 Pa w N =200 punk-
tach ze staltym okresem probkowanidt =0,0025s gromadzac pomiary
G(t;)=G(t;)+z(t;) . Przykto K =200 i krok prébkowania agtotliwdsci relak-
sacji 4Av=0,2. Wskanik uwarunkowania macierzyA jest wowczas rowny
k(A)=112510%, a rank(A)=17. Rozwhzanie uktadu réwna(13) jest niejed-
noznaczne; wyznaczono jego rozganie normalne, czyli rozazanie 0 naj-
mniejszej normie euklidesowej,, . Juz warta¢ jego normy|H ,, |, = 6519 102
sygnalizuje bardzo de fluktuacje rozwjzania, lepiej ilustruje to rysunek 5, na
ktorym przedstawiono spektrum relaksak{v) (14) oraz rozwjzanie normalne
Hy . dla ktérego zastosowano nimik 107



200 A. STANKIEWICZ

Przyktad 4. Rozwamy ponownie probk buraka cukrowego odmiany Janus
omawiarn, w przyktadzie 2. Tu do identyfikacji wybrano 11pdnkty pomiarowe,
pierwsze 200 calt =2,5 E-3s na odcinku czas0<t<0,5s, kolejne 964 punk-

tow z okresem probkowanidt; =01s na odcinku czas®5<t<97s. Modelu

spektrum relaksacji poszukiwano w podprzestrzaribliej generowanej przez
uktad K =10 funkcji bazowych Laguerre’a, co zredukowato orydiy problem
optymalizacji dynamicznej do statycznego zadamig\Wwo-kwadratowego (Stan-
kiewicz 2007). Rozwizanie tego zadania jest jednak nadal niejednozeasno-
§rod jego nieskaczenie wielu rozwizan wybrano rozwizanie normalne. Na
podstawie pomiaréw modutu relaksacji poddanycheprstj filtracji wyznaczono
dwa modele: model pierwszyl \y1(v) 0 normie|H 4|, =41176 na bazie 1164

pomiaréw, model drugH y, »(v) dla 1159 pomiaréw otrzymanych po odrzuceniu
pieciu pierwszych punktow pomiarowychiH o[, =666,31. Fluktuacje obu

modeli ilustruje rysunek 6. Réwnodzree dopasowanie odpowiednich modeli
modutu relaksaciji jest bardzo dobre, o cZamadcz wskaniki:

1 N [6)-Gmalt)f - aoms: 1N [G(t)-Gualt) _ 5
Ni§1 50 13900 ° i Ngl 50 ) 317007°.

(Pas)

2000/ n

0,01 0,1 1 10

Spektrum relaksacji — Relaxation spectrum/('l

Czestotliwosé relaksacji — Relaxation frequeneys™)

Rys. 6.Modele H ,, (v) | H,(v) spektrum relaksacji probki buraka cukrowego w idenyzie 4
Fig. 6. Relaxation spectrum models,,, (v) andH,, ,(v) of the sample of sugar beet root; example 4

Zadania identyfikacji spektrum relaksacjidh modelu Maxwella — jak poka-
zaly to powysze przyktady — to problemale postawione. Ich poprawne rozwi
Zanie wymaga wt znajomdci metod teorii probleméwvle postawionych.
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PROBLEMY ZLE | DOBRZE POSTAWIONE

Koncepcg probleméw dobrze postawionych (anglell-Posed Problems)
sformalizowat jui na pocztku XX wieku Jacques Hadamard (1902, 19333la-
jac, aby problem dobrze postawiony posiadat razamie, rozwizanie to byto
jednoznaczne i przynajmniejagite wzgkdem danych zadania. €gitos¢ rozwia-
zania wzgédem danych gwarantuje; matym zaburzeniom danych odpowiadaj
mate zmiany rozwizania (Gutenbaum 2003), a to zapewnia lakatabilng¢ al-
gorytmu wyznaczania rozwzania. Obecnie z reguly formutujeg stadanie sil-
niejsze — jest to warunekagtosci w sensie Lipschitza. Pom@j sformutujemy wa-
runki dobrego postawienie problemu precyzyjnier tytasnie wymaganiem.

Dany jest problem poleggjy na wyznaczeniu elementu przestrzeniX ta-
kiego,ze

y=Mx, (15)

gdzie M jest danym operatorel : X — %, a y danym elementem przestrzeni

7 . Problem jest dobrze postawiony w sensie Hadanjefti@petnione g nast-
pujace warunki:

(i) operator M jest odwracalny, czyli istnieje operator odwrotﬂw_l -
oznacza toze problem (15) posiada jednoznaczne razamie M _ly,

(i) M -1 jest operatorem ograniczonym, tzn. istnieje stajdakaze

[Mu-m ﬂw“y <afu-w,

dla dowolnychul X i wOX.

W problemie identyfikacji modelu Maxwella operatir jest nieliniowy i generalnie
nieodwracalny — nie spetnia gti pierwszego z postulatbw Hadamarda. W zadaniu
wyznaczenia spektrum relaksacii operattbr jest liniowy, istnieje — tate liniowy —
operator odwrotnyM -1 OperatorM -1 jest tu jednak nieograniczony, jednoznacz-
ne rozwjzanie zaléy wiec w sposéb nieggty od danych zadania.

W praktyce, z reguty dysponujemy zakiéconymi paamai elementuy, czyli
elementemy=y+z, gdzie z oznacza zakidcenia. 8lieprzestrzé ¥ jest prze-
strzeni Hilberta z norma |, , to zadanie wyznaczenia elementuspetniaj-

cego (1) sprowadzaesdo problemu najmniejszej sumy kwadratow (albepst
Sguares) postaci

. - 2
min -MX|5, . 16
o Iy ”9/ (16)

Istnienie i wkasnéci rozwiazania zadania (16) zaew szczegolngci od wiasno-
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sci operatoraM . W przypadku, gdy operatdvl jest liniowy, jego rozwjzanie
istnieje, o0 jego jednoznaczéw i ciagtosci decyduj jednak wilasngci operatora
MM | gdzie M - jest operatorem spgzonym do M *. Jéli operatorM -M nie
jest odwracalny, to zadanie (16) moposiadé nieskaiczenie wiele rozwizan.
Jesli jest on niecigly i nieograniczony, to rozwzanie zadania (16) jest tak
nieciagte wzgkdem danych zadania, a to oznaceazadanie najmniejszych kwa-
dratow jest w tym przypadkile postawione.

REMEDIUM

W zadaniactrle postawionych praktyczna trudidow identyfikacji mazrodio
w problemie teoretycznym. To&aznaczaze rozwizanie zada identyfikacji mo-
delu Maxwella oraz spektrum relaksacji wymaga st@sua specjalnych metod.

Remedium mge by¢ ograniczenie zbioru rozezan dopuszczalnych lub taka
modyfikacja funkcji celu w zadaniu (16), ktéra bemiany dziedziny zadania
prowadzi do zadania dobrze postawionego o rgzaviiu bliskim rozwizania za-
dania oryginalnego, czyli jego regularyzacja.

W przypadku, gdy réwnieprzestrzé X jest przestrzeniHilberta mana za-
stosow& zaproponowax przez Tichonowa (1963) metpdegularyzacjipolega-
jaca na stabilizacji rozwizania zadania (16) poprzez rozwanie zmodyfikowa-
nego zadania postaci

. - 2 2
min -Mx| 4 +A|Lx|5, , 17
min [y=Mx[5 +A[LX]3; (17)

w ktérym drugi kwadratowy sktadnik wskisika jakaci spetnia rad funkcji kary,
a A>0 jest parametrem regularyzacji. OperalorX —» ¢ w problemie (17),
gdzie ¢ jest przestrzeaiHilberta z norm | [, , jest operatorem regularyzacji

tak dobranym, aby uzyskaozwiazanie o peadanych wlasngciach. Zastosowa-
nie jako L skaiczonego przybfienia operatora ediczkowania zapewnia dobre
wygtadzenie rozwizania (Tikhonov i Arsenin 1977). dieoperator L =1 , gdzie

| : X - X jest operatorem jednostkowym, czylk =x dla kadego xOX, to
zadanie (17) przyjmuje standardpposta

. - 2 2
min -Mx| 5 +A|x 18
min [y=Mx] +A|x[% (18)

'Operator sprzzony M zdefiniowany jest rownaia (y.Mx)=(mBy,x) dia kadego

yOo" i kazdego xOX, gdzief)’D jest przestrzenisprazom do ¢, czyli zbiorem funk-
cjonatow liniowych i cagtych nag (Kurcyusz 1982).
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I zapewnia wyznaczenie rozygania 0 najmniejszej normie.
Istnienie i jednoznacz®é rozwiazan zada (17) i (18) zalea od wiasnéci
operatoréwM i L oraz doboru wspétczynnika regularyzacji.

J&li operatoryM i L s liniowe, a operatoM v +a LR jest odwracalny

dla dowolnegoi>0, to zadanie (17) jest dobrze postawione, a jednoznaczne
rozwiazanie dane jest wzorem

x=(MM+4 L) "My

i jest caglte wzgkdem wektoray; M i P to operatory spezone, odpowied-
nio,doM iL.

W przypadku szczegllnym, gdy operator | , gdzie | : X - X jest opera-
torem ta@samd@ciowym, przestrzé X jest przestrzeai Hilberta, a operator

YRYEYE jest odwracalny dla kalego A> Q to jedyne rozwijzanie zadania
(17) dane jest znanym wzorem

x’]=(MDM+/1 |)_1|v|%/ (19)

i jest to rozwiizanie 0 najmniejszej normie.

J&li operator M jest nieliniowy — a tak jest w zadaniu identyfikamodelu
Maxwella— to istnienie rozwkania i jego wtasniei nalezy rozstrzyga dla kaz-
dego problemu identyfikacji indywidualnie.

UWAGI KONCOWE | WNIOSKI

Spardd trzech postulatow Hadamarda w zadaniach idiatgjf modeli lep-
kospreystych czsto, paradoksalnie, najtatwiej zweryfikodvpytanie o istnienie
rozwiazania. Z reguty bowiem modele i miary ich jakbss funkcjami cagtymi
wzgledem parametréw, a poniewparametry modeli, posiadajpewn, interpre-
tacjg fizyczm, przyjmup wartgci nieujemne i ograniczone, pytanie o istnienie
rozwiazania jest pytaniem o minimum funkcjonalagtego na zwartym zbiorze
parametrow dopuszczalnych. A& kweste rozstrzyga pozytywnie klasyczne
twierdzenie Weierstrassa o ekstremum funkcjonagtego na zbiorze zwartym
(Zangwill 1974, Twierdzenie 7.1).

Znacznie trudniej rozstrzygé jednoznaczrni rozwiazania. & kweste nale-
zy rozstrzygé dla kazdego zadania indywidualnie, uwgdhiajac wtasndci przy-
jetej klasy modeli, zbioru parametréw dopuszczalngctgke zastosowanej mia-
ry jakoéci. | tak przyktadowo w najegciej prawdopodobnie rozazywanym
przy badaniu reologicznych wiasiwd materiatéw rélinnych zadaniu wyznacza-
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nia modelu Maxwella na podstawie dyskretnych poéwiamodutu relaksaciji
optymalnego w sensie najmniejszej sumy kwadratdéegnan sformutowa dosé
ogoélne warunki istnienia i jednoznacnbrozwiazania dla modelu tréjparame-
trowego (warunki konieczne i dostateczne istnidrzgparametrowego modelu
Maxwella podat Juki (2004), nie uwzgidnit on jednak nieziinego w kontek-
scie modelowania zjawiska relaksacji nggah zatazenia dodatnich warfgi pa-
rametrow modelu). Natomiastzuwla modelu czteroparametrowego zadanie to
Z reguly nie posiada jednoznacznego razamnia (Kammler 1979, Varah 1985).

Kwestk ciagtosci rozwigzania tatwo rozstrzygg wowczas, gdy modele
i wskazniki ich jakasci &3 ciagte wzgkdem parametrow, zbior parametréw do-
puszczalnych jest zwarty, a rozwanie zadania optymalnej identyfikacji jest jed-
noznaczne. @ptos¢ tego rozwazania mana woéwczas pokazawykorzystupc
wlasnaci funkcjonatéw ciglych na zbiorach zwartych.

Wieksza¢ rzeczywistych problemoéw to jednak problephy postawione. A tu
uniwersalnym antidotum jest odpowiednia regularjgacyginalnego zadania.

Modele Maxwella i Kelvina oraz spektra relaksacgtardacji odgrywaj fun-
damentaln role w opisie zjawisk relaksacji nagien i petzania, niezigne g tak-
ze dla wyznaczenia wielu innych charakterystyk nal@w lepkospezystych.
Btedy w oszacowaniu parametréw tych modeli mpgwodowa nawet katastro-
falne bkdy wyznaczenia innych charakterystyk materiatowk®ejnych pracach
pokazano jak stosaf metody teorii problemévle | dobrze postawionych moa
skutecznie rozwgza¢ zadania identyfikacji tych modeli. W zadaniu iddikacji
modelu Maxwella zastosowano regularyzgmjoblemu oryginalnego. W zadaniu
identyfikacji spektrum relaksacji jako antidotunst@sowano réwnoczrie regu-
laryzacg i ograniczenie zbioru rozazan dopuszczalnych.
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Abstract. The selection of an appropriate mathezrabtepresentation is of central importance
in the analysis of a physical system. Often thdéaghof the respective model depends on essentially
two criteria: the particular characteristics todiistracted and, perhaps more importantly, ourtgbili
to specify the representation quantitatively. A plioation for determining the standard material
functions of viscoelastic plants, such as the Mdixared Kelvin models or the relaxation and retar-
dation spectra, is that these problems are undetednand ill-conditioned. Due to the noise or trun-
cation of the experimental data, many models mapé relaxation modulus experimental data ade-
quately, but small errors in the data may leacitgd changes in the models determined. Four moti-
vating examples are given. Thus the practical diffy in the identification of these models is
rooted in a theoretical difficulty. The mathematiddficulties can be overcome by the reduction of
the set of admissible solutions or by the respeatdgularization of the original problem. The rem-
edy is a subject of the two next papers.

Keywords: viscoelasticity, Maxwell model, relaxatispectrum, ill-posed problem



