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 S t reszczen ie .  W pracy zaakcentowano niebezpieczeństwa związane ze złym uwarunkowa-
niem klasycznych problemów modelowania matematycznego materiałów lepkospręŜytych: zadań 
wyznaczania modeli Maxwella i Kelvina oraz zadań identyfikacji spektr relaksacji i retardacji tych 
materiałów. W problemach tych nawet niewielka zmiana danych zadania (np. danych doświadczal-
nych) moŜe powodować drastyczną zmianę uzyskanego rozwiązania. Oprócz niezbędnych przykła-
dów numerycznych rozwaŜania zilustrowano przykładami identyfikacji modeli próbki rzeczywiste-
go materiału roślinnego - buraka cukrowego odmiany Janus badanego w stanie jednoosiowego od-
kształcenia w warunkach obciąŜeń udarowych. Przedstawiono takŜe remedium jakim moŜe być 
ograniczenie zbioru rozwiązań dopuszczalnych lub odpowiednia regularyzacja problemu oryginal-
nego. Zastosowanie tego remedium do identyfikacji modelu Maxwella i spektrum relaksacji będzie 
przedmiotem kolejnych prac. 
 S ło wa  k l u czo we:  lepkospręŜystość, model Maxwella, spektrum relaksacji, problem źle posta-
wiony 

WSTĘP 

 Dobór odpowiedniej reprezentacji matematycznej - modelu matematycznego – 
ma zasadnicze znaczenie w analizie systemów fizycznych. Wybór modelu zaleŜy 
od dwu podstawowych kryteriów: od jego przeznaczenia co determinuje typ i po-
stać modelu oraz, co prawdopodobnie zazwyczaj jest istotniejsze, od moŜliwości 
jego wyznaczenia w postaci ilościowej. Wyznaczenie modelu matematycznego 
systemu (procesu) na podstawie danych pomiarowych to jego identyfikacja. Aby 
znaleźć taki model, który dobrze (najlepiej) opisuje system (proces) naleŜy opra-
cować odpowiednią metodę identyfikacji (Ljung 1999).  
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 DąŜeniem kaŜdego badacza jest, aby jego problem naukowy posiadał rozwią-
zanie, rozwiązanie to było jednoznaczne, a niewielka zmiana danych zadania (np. 
danych doświadczalnych) nie powodowała drastycznej zmiany uzyskanego roz-
wiązania – czyli problem dobrze postawiony w sensie Hadamarda (Gutenbaum 
2003). Jednak bardzo wiele rzeczywistych problemów modelowania matema-
tycznego nie spełnia tych warunków – są to problemy źle postawione. Są one 
wszechobecne we współczesnej nauce i technice. Powstają przykładowo na grun-
cie identyfikacji i modelowania systemów oraz sygnałów w: automatyce (Goet-
hals i in. 2003, Van Gestel i in. 2001), wielu dziedzinach fizyki (Glasko 1988, 
Osipov i in. 2005), biochemii (Dash i in. 2005), biologii, (Padron 1998), medycy-
nie (Ioannides 2002, Galka i in. 2004). 
 Problemami źle postawionymi są takŜe klasyczne problemy modelowania ma-
tematycznego materiałów o własnościach lepkospręŜytych: zadania wyznaczania 
modeli Maxwella i Kelvina oraz zadania identyfikacji spektr relaksacji i retardacji 
tych materiałów. Zadania te są źle postawionymi problemami odwrotnymi. Ilu-
strują to podane niŜej przykłady. 
 Celem tej pracy jest zwrócenie uwagi na zagroŜenia związane ze złym uwa-
runkowaniem zadań wyznaczania modeli matematycznych materiałów biologicz-
nych o własnościach liniowo-lepkospręŜystych. Oprócz przykładów numerycz-
nych rozwaŜania zilustrowano przykładami identyfikacji modelu Maxwella i 
spektrum relaksacji próbki rzeczywistego materiału roślinnego - buraka cukrowe-
go odmiany Janus. Przedstawienie remedium, jakim jest zastosowanie techniki 
regularyzacji oryginalnego problemu, jest przedmiotem następnych prac. 

IDENTYFIKACJA MODELU MAXWELLA – PROBLEM ŹLE POSTAWIONY 

 Klasycznym sposobem opisu zjawiska relaksacji napręŜeń zachodzącego w li-
niowych stacjonarnych materiałach lepkospręŜystych jest sumacyjny model 
Maxwella o strukturze przedstawionej na rysunku 1 złoŜony z elementów spręŜy-
stych o modułach spręŜystości jE  i elementów lepkich o współczynnikach lep-

kości dynamicznej jη . Moduł relaksacji ( )tG  (jednoosiowa funkcja relaksacji 

napręŜeń) modelu Maxwella jest postaci: 

                               ( ) ∑
=

∞
− +=

n

j

t
j EeEtG j

1

ν
,                                      (1) 

gdzie stałe jjj E ην =  to częstotliwości relaksacji poszczególnych gałęzi mode-

lu, ∞E  jest wartością ustaloną modułu relaksacji (ang. long-term modulus), a k  
oznacza liczbę gałęzi modelu. 
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Rys. 1. Uogólniony sumacyjny model Maxwella z elementem spręŜystym ∞E  

Fig. 1. Generalized discrete Maxwell model with additional elastic element ∞E  
 

 Problem identyfikacji modelu Maxwella na podstawie dyskretnych pomiarów 
modułu relaksacji zgromadzonych w teście relaksacji napręŜeń sprowadza się do 
wyznaczenia jego parametrów, tak aby model ten jak najlepiej przybliŜał dane 
pomiarowe, z reguły optymalnie w sensie najmniejszej sumy kwadratów. Zadanie 
identyfikacji modelu Maxwella jest więc znanym w teorii identyfikacji i inten-
sywnie badanym od połowy lat siedemdziesiątych XX wieku, nieliniowym pro-
blemem aproksymacji danych skończoną sumą funkcji ekspotencjalnych (Holmst-
röm i Petersson 2002). Wiadomo od kilkudziesięciu lat, Ŝe problem ten jest zada-
niem skomplikowanym i stosunkowo trudnym numerycznie (Kammler 1979, Va-
rah 1985, Holmström i Petersson 2002). JuŜ Lanczos (1956), a następnie 
Kammler (1979) oraz Varah (1985) pokazali, iŜ nawet w zadaniu aproksymacji 
ciągu monotonicznie malejącego sumą dwu funkcji ekspotencjalnych, moŜe ist-
nieć kilka modeli optymalnych. Lanczos wskazał takŜe na skrajną wraŜliwość 
wykładników ν  na nawet bardzo małe zaburzenia danych. Niektóre problemy 
związane z identyfikacją modelu Maxwella ilustruje następujący prosty przykład. 
Przykład 1. RozwaŜmy materiał liniowo lepkospręŜysty, którego moduł relaksa-
cji ( )tG  opisany jest funkcją  

                                                  ( ) ∞
− += EEetG tν ,                                         (2) 

wartości jego parametrów podano w tabeli 1. Moduł relaksacji ( ) ( ) ( )tztGtG +=  

z zakłóceniami pomiarowymi ( )tz  o rozkładzie jednostajnym w przedziale 

[ ] MPa,,, 4040−  spróbkowano w 40=N  punktach pomiarowych ze stałym okre-

sem próbkowania st 3=∆ ; pomiary ( ){ }itG  zaznaczono na rysunku 2. Przyjęto 
model Maxwella postaci: 

 ( ) ∞
− += M,

t
MM EeEtG Mν  (3) 
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i zastosowano kwadratowy wskaźnik jakości modelu: 

 ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

∞ −=
N

i
iMiMM,M tGtG

N
,,EEQ

1

21ν . (4) 

Problem optymalnej w sensie wskaźnika (4) identyfikacji  

 ( )MM,M
,E,E

,,EEQmin
MM,M

ν
ν

∞
>≥> ∞ 000

 (5) 

posiada rozwiązanie jednoznaczne, wartości parametrów optymalnego modelu 
podano w tabeli 1. W tabeli podano takŜe odpowiednie wartości czasów relaksacji 

Eητ = , MMM Eητ =  i współczynników lepkości dynamicznej oraz względne 
błędy estymacji parametrów materiału (2). Informację o zakłóceniach pomiaro-
wych niesie stosunek norm %Gz 592100

22 ,% =⋅ , gdzie 
2⋅  oznacza normę 

kwadratową w odpowiedniej przestrzeni euklidesowej, a wektory pomiarów mo-
dułu relaksacji i wartości zakłóceń w chwilach czasu titi ∆= , ,N,i K1= , zdefi-
niowane są następująco: 

 ( ) ( )[ ]TNtGtG K1=G ,                ( ) ( )[ ]TNtztz K1=z . (6)  

Najmniejszy z błędów oszacowania parametrów materiału (2) jest równy prawie 
%6 , pozostałe istotnie przekraczają %10 . Wobec tego niewielkie zakłócenia po-

wodują znaczenie większe błędy oszacowania parametrów modelu, mimo Ŝe 
względny wskaźnik jakości  

 ( )[ ] ( ) 422

1
1035731 −

∞
−

=
⋅=−−∑ ,tGEeEtG

N iM,
t

Mi

N

i

Mν . 

Tabela 1. Parametry materiału (2) i jego optymalnego modelu Maxwella (3) 
Table 1. The parameters of the material (2) and the optimal Maxwell model (3) 

Parametry materiału 
The material parameters 

Parametry modelu optymalnego 
The optimal model parameters  

Błędy estymacji parametrów 
The parameter estimation errors  

MPaE 10=  MPa,EM 577710=  ( ) %,%EEEM 785100 =⋅−  

MPaE 8=∞        MPa,EM, 51687=∞  ( ) %,%EEE M, 824100 =⋅− ∞∞∞  

10250 −= s,ν  102150 −= s,Mν  ( ) %%M 14100 =⋅− ννν  

s40=τ  s,M 51246=τ  ( ) %,%M 2816100 =⋅− τττ  

sMPaE ⋅== 400νη  sMPa,E MMM ⋅== 0983487νη
 

( ) %,%M 7821100 =⋅− ηηη  
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 Bardzo dobre dopasowanie optymalnego modelu do wyników eksperymentu 
ilustruje teŜ rysunek 2. W zadaniu tym rozwiązanie istnieje i jest jednoznaczne, a 
mimo to zaburzenia danych doświadczalnych powodują wielokrotnie silniejsze 
zaburzenia oszacowań. Spowodowane jest to złym uwarunkowaniem hesjanu 

( ) HHHHHHHH =∞ MM,M ,,EE ν  wskaźnika ( )MM,M ,,EEQ ν∞  (Varah 1990). Spektralny 

wskaźnik uwarunkowania hesjanu zdefiniowany jest stosunkiem największej war-
tości szczególnej ( )HHHH1σ  macierzy HHHH  do jej najmniejszej niezerowej wartości 
szczególnej ( )HHHHrσ  (Kiełbasiński i Schwetlick 1994), czyli  

 ( ) ( )
( )HHHH

HHHH
HHHH

rσ
σκ 1= .  (7) 

Dla rzeczywistych parametrów materiału przyjmuje on wartość 
( )( ) 17100561 ⋅=∞ ,,E,E νκ HHHH , a więc wielokrotnie przekracza numerycznie akcep-

towaną wartość 41001 ⋅,  (Kiełbasiński i Schwetlick 1994).  
 

 
Rys. 2. Pomiary modułu relaksacji ( )itG  (punkty) oraz jego modelu optymalnego ( )tGM  (linia ciągła)  

Fig. 2. The relaxation modulus measurements ( )itG  (points) and the best model ( )tGM  (solid line)  

  
 Ten prosty przykład o jednoznacznym rozwiązaniu wskazuje, Ŝe nawet dosko-
nałe dopasowanie modelu do danych doświadczalnych moŜe nie gwarantować 
dobrego oszacowania jego parametrów, jeśli problem jest źle uwarunkowany. 
Znajomość współczynników spręŜystości iE  i współczynników lepkości dyna-

micznej badanego materiału jest zaś istotna w wielu zastosowaniach, przykłado-
wo w analizie stanów napręŜeń i odkształceń metodą elementów skończonych.  
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Przykład 2. W tym przykładzie wyznaczymy czteroparametrowy model Maxwel-
la opisujący zjawisko relaksacji napręŜeń próbki rzeczywistego materiału roślin-
nego – buraka cukrowego odmiany Janus badanego przez Gołackiego i jego 
współpracowników (Gołacki i in. 2003). Przyjęcie modelu liniowo lepkospręŜy-
stego do opisu mechanicznych własności próbek badanego materiału uzasadniają 
wyniki badań prezentowane w wielu pracach, np. (Bzowska-Bakalarz 1994, Go-
łacki 2002). Walcową próbkę o średnicy i wysokości 20 mm poddano złoŜonemu 
z dwu faz testowi relaksacji napręŜeń w warunkach stanu jednoosiowego od-
kształcenia - próbkę umieszczono w stalowym cylindrze uniemoŜliwiającym jej 
boczne odkształcenie i odkształcano w pierwszej fazie testu poprzez przesuwanie 
tłoka z prędkością 0,5 m·s-1, aŜ do osiągnięcia załoŜonej stałej wartości odkształ-
cenia 0400 ,=ε  utrzymywanego w drugiej fazie testu. Zmienną w czasie siłę re-
akcji próbki rejestrowano przez s100  w 40000 punktach pomiarowych ze stałym 
okresem próbkowania s,t 00250=∆ . Do identyfikacji wybrano 958 punktów 

z okresem próbkowania s,t 101 =∆  na odcinku czasu s,t, 29650 ≤≤ . Dane pomia-
rowe poddano wstępnej filtracji metodą Savitzky’ego-Golay’a. 
 Na podstawie przefiltrowanych pomiarów siły reakcji badanej próbki wyzna-
czono pomiary modułu relaksacji ( ){ }itG . W literaturze znanych jest kilka algo-
rytmów wyznaczania modułu relaksacji na podstawie pomiarów napręŜenia. Tu 
zastosowano zmodyfikowany w rozprawie (Stankiewicz 2007) algorytm Zapasa 
i Crafta (Zapas i Phillips 1971). Pomiary modułu relaksacji przedstawia rysunek 
3. Dane pomiarowe ( ){ }itG  aproksymowano czteroparametrowym modelem 
Maxwella postaci 

 ( ) 21
21

M,M, t
M,

t
M,M eEeEtG

νν −− += . (8) 

Parametry modelu optymalnego w sensie najmniejszej sumy kwadratów błędów 
modelu podano w kolumnie pierwszej tabeli 2. Do ich wyznaczenia zastosowano 
metodę Marquardta-Levenberga. Następnie ze zbioru danych usunięto pięć pierw-
szych punktów pomiarowych i ponownie wyznaczono optymalne parametry mo-
delu Maxwella (8) – podano je w kolumnie drugiej tabeli 2. Podobnie jak po-
przednio w tabeli 2 zestawiono takŜe odpowiednie wartości czasów relaksacji 
i współczynników lepkości dynamicznej oraz względne błędy estymacji parame-
trów modelu. Przebieg modułu relaksacji modeli optymalnych ilustrują linie: cią-
gła i przerywana na rysunku 3.  
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Tabela 2. Parametry optymalnego modelu Maxwella (8) 
Table 2. The parameters of the optimal Maxwell model (8) 
 

Parametry modelu dla 
pierwszego zbioru danych 
The model parameters for 

the first set of data 

Parametry modelu dla 
drugiego zbioru danych 

The model parameters for 
the second set of data 

Błędy oszacowania parametrów 

The parameter estimation errors 

MPa,EM, 559814101 =  MPa,EM, 552693101 =  ( ) %,%EEE M,M,M, 0680100111 =⋅−  

MPa,EM, 552239162 =  MPa,EM, 81058172 =  ( ) %,%EEE M,M,M, 9111100222 =⋅−  

1
1 0008430 −= s,M,ν  1

1 0008320 −= s,M,ν  ( ) %,%M,M,M, 3221100111 =⋅− ννν  

1
2 4669227 −= s,M,ν  1

2 9014722 −= s,M,ν  ( ) %,%M,M,M, 3157100222 =⋅− ννν  

s,M, 2396211861 =τ  s,M, 92307712011 =τ  ( ) %,%M,M,M, 3221100111 =⋅− τττ  

s,M, 13392402 =τ  s,M, 34465302 =τ  ( ) %,%M,M,M, 3157100222 =⋅− τττ  

sMPa,M, ⋅= 469125261η  sMPa,M, ⋅= 53126831η  ( ) %,%M,M,M, 2541100111 =⋅− ηηη  

sMPa,M, ⋅= 2167422η  sMPa,M, ⋅= 69193722η  ( ) %,%M,M,M, 4421100222 =⋅− ηηη  

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 
Rys. 3. Pomiary modułu relaksacji ( )itG  próbki buraka cukrowego (punkty) oraz optymalne modele 

wyznaczone dla pierwszego (linia ciągłą) i drugiego (linia przerywana) zbioru danych 
Fig. 3. Relaxation modulus measurements ( )itG  of a sample of sugar beet root (points) and the optimal 

models determined for the first (solid line) and second (dot line) set of measurement data 
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 Średniokwadratowy wskaźnik jakości modelu optymalnego dla pierwszego 
zbioru danych pomiarowych Q = 4,28·10–3, dla drugiego zbioru danych jego war-
tość optymalna to Q = 3,823·10–3. Wskaźnik uwarunkowania hesjanu wskaźnika 
jakości dla optymalnych parametrów modelu wyznaczonych dla pierwszego zbio-
ru punktów pomiarowych ( ) 13107492 ⋅= ,HHHHκ , dla modelu optymalnego dla dru-

giego zbioru pomiarów ( ) 12109021 ⋅= ,HHHHκ . W przykładzie tym usunięcie pięciu 
spośród prawie tysiąca punktów pomiarowych spowodowało istotną (ponad 
100%) zmianę oszacowania niektórych parametrów modelu. 
 Znacznie drastyczniej ilustruje konsekwencje złego uwarunkowania zadania 
przedstawiony poniŜej przykład identyfikacji spektrum relaksacji. Wielu autorów 
(Christensen 1971, Hellebrand 1995, Anderssen i Loy 2002) zwraca uwagę na to, 
iŜ spektrum relaksacji niesie pełną informację o własnościach mechanicznych ma-
teriałów lepkospręŜystych. Znając spektrum relaksacji moŜna wyznaczyć inne, 
stosowane w obliczeniach inŜynierskich, charakterystyki materiałowe. 

SPEKTRUM RELAKSACJI 

 W reologii powszechnie przyjmuje się, Ŝe moduł relaksacji ( )tG  posiada cał-
kową reprezentację postaci (Christensen 1971, Anderssen i Loy 2002) 

 ( ) ( ) νν ν deHtG t−
∞
∫=
0

,     (9) 

gdzie nieujemna funkcja ( )νH  nazywana jest spektrum częstotliwości relaksacji, 
zaś ν  oznacza częstotliwość relaksacji. Ciągłe spektrum relaksacji ( )νH  charak-
teryzuje frakcję elementów całkowego modelu Maxwella (9) o częstotliwościach 
relaksacji zawierających się pomiędzy ν  a νν d+ . 
 Spektrum relaksacji nie jest wprost dostępne pomiarowo, musi więc być wy-
znaczane w oparciu o charakterystyki pomiarowo dostępne, np. na podstawie po-
miarów modułu relaksacji. Jest to jeden z klasycznych problemów reologii. 

IDENTYFIKACJA SPEKTRUM RELAKSACJI – ŹLE POSTAWIONY PROBLEM 
ODWROTNY 

 ZałóŜmy, Ŝe dysponujemy pomiarami modułu relaksacji ( ) ( ) ( )iii tztGtG +=  

w chwilach czasu 0≥it , ,N,i K1= , gdzie ( )itz  jest addytywnym błędem pomia-

rowym. Dla kaŜdego it  model (9) przyjmuje postać 
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 ( ) ( ) νν ν deHtG it
i

−∞
∫=
0

. (10) 

Niech νν ∆∆∆∆kk = , ,K,k K0= , gdzie krok próbkowania częstotliwości relaksacji 
0>ν∆∆∆∆ . Całkę z prawej strony modelu (10) moŜna dla ,N,i K1=  przybliŜyć su-

mą 

 ( ) ( )∑
=

−≅
K

k

t
ki

kieHtG
0

ν∆ν ν , (11) 

a definiując macierz  
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A  (12) 

i zastępując moduł ( )itG  pomiarem ( )itG  otrzymujemy układ równań postaci  

 AHG ≅ , (13) 

w którym niewiadomą jest wektor ( ) ( )[ ]TKHH νν K0=H  wartości spektrum 

relaksacji dla częstotliwości relaksacji νν ∆∆∆∆kk = , a wektor G  jest zdefiniowany 

wzorem (6). Istnienie i własności rozwiązania układu (13) zaleŜą od własności 
macierzy A  (12). Macierz ta, nawet jeśli jest teoretycznie nieosobliwa (co jest 
moŜliwe, gdy KN = ) lub pełnego rzędu kolumnowego (dla KN > ), w praktyce 
ze względu na własności funkcji ekspotencjalnej, która bardzo szybko zanika do 
zera oraz błędy zaokrągleń powstające przy obliczaniu jej elementów, w szcze-
gólności tych bliskich zeru, jest macierzą niepełnego rzędu. Wobec tego część 
wartości szczególnych macierzy A  jest równa zeru, a to oznacza, Ŝe rozwiązanie 
problemu (13) – jeśli istnieje – jest niejednoznaczne. Własności rozwiązania pro-
blemu (13) zaleŜą w szczególności od spektralnego wskaźnika uwarunkowania 

( )Aκ  macierzy Α  zdefiniowanego wzorem (7). W tym liniowym zadaniu 

wskaźnik ( )Aκ  wskazuje o ile razy moŜe zwiększyć się błąd względny rozwią-

zania układu (13) 22 HH∆∆∆∆  w zaleŜności od względnej zmiany danych, w 

szczególności spowodowanej zakłóceniami i mierzonej stosunkiem norm 

22 Gz , wektory pomiarów modułu relaksacji i wartości zakłóceń zdefinio-
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wane są wzorem (6). ZaleŜność spektralnego wskaźnika uwarunkowania macie-
rzy A  od liczby punktów próbkowania modułu relaksacji N  oraz długości kroku 
próbkowania ν∆∆∆∆  dla 202 ≤≤ N  i 100050 ,, ≤≤ ν∆∆∆∆  oraz iti =  ilustruje rysunek 
4; przy sporządzaniu wykresu załoŜono dla uproszczenia, Ŝe KN = .  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys. 4. Spektralny wskaźnik uwarunkowania ( )Aκ  macierzy A  w funkcji kroku próbkowania ν∆∆∆∆  

oraz: liczby punktów próbkowania N , KN =   
Fig. 4. The spectral condition ratio ( )Aκ  of the matrix A  as a function of sampling period ν∆∆∆∆  

and the number of sampling points N , KN =  

 JuŜ dla 10≥N  wskaźnik ( ) 1010≥Aκ , a to oznacza, Ŝe jeśli błąd względny od 

zakłóceń 6
22 10−≈Gz , to błąd względny rozwiązania układu (13) 

4
22 10≈HH∆∆∆∆ . Łatwo takŜe zauwaŜyć, Ŝe juŜ dla 4=N  wskaźnik ( )Aκ  

przekracza numerycznie akceptowalną wartość równą 410  (Kiełbasiński i Schwe-
tlick 1994, str. 141) oraz, Ŝe dla ustalonego N  wartość wskaźnika ( )Aκ  jest tym 
większa, im mniejszy jest krok próbkowania ν∆∆∆∆ , czyli im dokładniej całka (10) 
przybliŜana jest sumą (11). 
 Problem liniowo-kwadratowy (13) generalnie nie posiada jednoznacznego 
rozwiązania, a silnie złe uwarunkowanie macierzy A  (12) powoduje, Ŝe kaŜde z 
jego rozwiązań jest nieciągłe względem danych zadania, co oznacza, Ŝe nawet 
bardzo małe wahania danych zadania (w tym niewielkie zakłócenia) mogą powo-
dować bardzo duŜe fluktuacje rozwiązania. Ilustruje to kolejny przykład. 
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Rys. 5. Spektrum relaksacji H(ν)(14) (linia ciągła) oraz jego model HM(ν)(linia przerywana) 
Fig. 5. Relaxation spectrum H(ν) (14) (solid line) and the normal model HM(ν)((dash line) 

 

Przykład 3. Dany jest materiał liniowo lepkospręŜysty, którego spektrum często-
tliwości relaksacji opisuje rozkład Gaussa 

 ( ) ( ) 7220 2

26
1 −−= ν

π
ν eH .    (14) 

Jego moduł relaksacji ( )tG  spróbkowano z zakłóceniami pomiarowymi ( )tz  

o rozkładzie jednostajnym w przedziale [ ]Pa,,, 02500250−  w 200=N  punk-
tach ze stałym okresem próbkowania s,t 00250=∆  gromadząc pomiary 

( ) ( ) ( )iii tztGtG += . Przyjęto 200=K  i krok próbkowania częstotliwości relak-
sacji 20,=ν∆∆∆∆ . Wskaźnik uwarunkowania macierzy A  jest wówczas równy 

( ) 14101251 ⋅= ,Aκ , a ( ) 17=Arank . Rozwiązanie układu równań (13) jest niejed-

noznaczne; wyznaczono jego rozwiązanie normalne, czyli rozwiązanie o naj-
mniejszej normie euklidesowej MH . JuŜ wartość jego normy 12

2 105196 ⋅= ,MH  

sygnalizuje bardzo duŜe fluktuacje rozwiązania, lepiej ilustruje to rysunek 5, na 
którym przedstawiono spektrum relaksacji ( )νH  (14) oraz rozwiązanie normalne 

MH , dla którego zastosowano mnoŜnik 10–13. 
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Przykład 4. RozwaŜmy ponownie próbkę buraka cukrowego odmiany Janus 
omawianą w przykładzie 2. Tu do identyfikacji wybrano 1164 punkty pomiarowe, 
pierwsze 200 co sE,t 352 −=∆  na odcinku czasu s,t 500 ≤≤ , kolejne 964 punk-

tów z okresem próbkowania s,t 101 =∆  na odcinku czasu st, 9750 ≤≤ . Modelu 

spektrum relaksacji poszukiwano w podprzestrzeni liniowej generowanej przez 
układ 10=K  funkcji bazowych Laguerre’a, co zredukowało oryginalny problem 
optymalizacji dynamicznej do statycznego zadania liniowo-kwadratowego (Stan-
kiewicz 2007). Rozwiązanie tego zadania jest jednak nadal niejednoznaczne, spo-
śród jego nieskończenie wielu rozwiązań wybrano rozwiązanie normalne. Na 
podstawie pomiarów modułu relaksacji poddanych wstępnej filtracji wyznaczono 
dwa modele: model pierwszy ( )ν1MH  o normie 6411721 ,H M =  na bazie 1164 

pomiarów, model drugi ( )ν2MH  dla 1159 pomiarów otrzymanych po odrzuceniu 

pięciu pierwszych punktów pomiarowych, 3166622 ,H M = . Fluktuacje obu 

modeli ilustruje rysunek 6. Równocześnie dopasowanie odpowiednich modeli 
modułu relaksacji jest bardzo dobre, o czym świadczą wskaźniki: 
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Rys. 6. Modele ( )ν1MH  i ( )ν2MH  spektrum relaksacji próbki buraka cukrowego w przykładzie 4 

Fig. 6. Relaxation spectrum models ( )ν1MH  and ( )ν2MH  of the sample of sugar beet root; example 4 

 

 Zadania identyfikacji spektrum relaksacji bądź modelu Maxwella – jak poka-
zały to powyŜsze przykłady – to problemy źle postawione. Ich poprawne rozwią-
zanie wymaga więc znajomości metod teorii problemów źle postawionych. 
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PROBLEMY ŹLE I DOBRZE POSTAWIONE 

 Koncepcję problemów dobrze postawionych (ang. Well-Posed Problems) 
sformalizował juŜ na początku XX wieku Jacques Hadamard (1902, 1932), Ŝąda-
jąc, aby problem dobrze postawiony posiadał rozwiązanie, rozwiązanie to było 
jednoznaczne i przynajmniej ciągłe względem danych zadania. Ciągłość rozwią-
zania względem danych gwarantuje, iŜ małym zaburzeniom danych odpowiadają 
małe zmiany rozwiązania (Gutenbaum 2003), a to zapewnia lokalną stabilność al-
gorytmu wyznaczania rozwiązania. Obecnie z reguły formułuje się Ŝądanie sil-
niejsze – jest to warunek ciągłości w sensie Lipschitza. PoniŜej sformułujemy wa-
runki dobrego postawienie problemu precyzyjnie z tym właśnie wymaganiem. 
 Dany jest problem polegający na wyznaczeniu elementu x  przestrzeni XXXX  ta-
kiego, Ŝe  
 Mxy = , (15) 

gdzie M  jest danym operatorem YYYYXXXX →:M , a y  danym elementem przestrzeni 
YYYY . Problem jest dobrze postawiony w sensie Hadamarda jeśli spełnione są nastę-
pujące warunki: 

(i) operator M  jest odwracalny, czyli istnieje operator odwrotny 1−M  – 

oznacza to, Ŝe problem (15) posiada jednoznaczne rozwiązanie yM 1− , 

(ii) 1−M  jest operatorem ograniczonym, tzn. istnieje stała α , taka Ŝe 

 
XXXXYYYY

wuwMuM −≤− −− α11  

dla dowolnych XXXX∈u  i XXXX∈w . 
W problemie identyfikacji modelu Maxwella operator M  jest nieliniowy i generalnie 
nieodwracalny – nie spełnia więc pierwszego z postulatów Hadamarda. W zadaniu 
wyznaczenia spektrum relaksacji operator M  jest liniowy, istnieje – takŜe liniowy – 
operator odwrotny 1−M . Operator 1−M  jest tu jednak nieograniczony, jednoznacz-
ne rozwiązanie zaleŜy więc w sposób nieciągły od danych zadania. 
 W praktyce, z reguły dysponujemy zakłóconymi pomiarami elementu y , czyli 
elementem zyy += , gdzie z  oznacza zakłócenia. Jeśli przestrzeń YYYY  jest prze-

strzenią Hilberta z normą 
YYYY

⋅ , to zadanie wyznaczenia elementu x  spełniają-

cego (1) sprowadza się do problemu najmniejszej sumy kwadratów (ang. Least 
Squares) postaci 

 2
YYYY

XXXX
Mxy

x
−

∈
min . (16) 

Istnienie i własności rozwiązania zadania (16) zaleŜą w szczególności od własno-
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ści operatora M . W przypadku, gdy operator M  jest liniowy, jego rozwiązanie 
istnieje, o jego jednoznaczności i ciągłości decydują jednak własności operatora 

MM ∗ , gdzie ∗M  jest operatorem sprzęŜonym do M 1. Jeśli operator MM ∗  nie 
jest odwracalny, to zadanie (16) moŜe posiadać nieskończenie wiele rozwiązań. 
Jeśli jest on nieciągły i nieograniczony, to rozwiązanie zadania (16) jest takŜe 
nieciągłe względem danych zadania, a to oznacza, Ŝe zadanie najmniejszych kwa-
dratów jest w tym przypadku źle postawione. 

REMEDIUM 

 W zadaniach źle postawionych praktyczna trudność w identyfikacji ma źródło 
w problemie teoretycznym. To zaś oznacza, Ŝe rozwiązanie zadań identyfikacji mo-
delu Maxwella oraz spektrum relaksacji wymaga stosowania specjalnych metod. 
 Remedium moŜe być ograniczenie zbioru rozwiązań dopuszczalnych lub taka 
modyfikacja funkcji celu w zadaniu (16), która bez zmiany dziedziny zadania 
prowadzi do zadania dobrze postawionego o rozwiązaniu bliskim rozwiązania za-
dania oryginalnego, czyli jego regularyzacja.  
 W przypadku, gdy równieŜ przestrzeń XXXX  jest przestrzenią Hilberta moŜna za-
stosować zaproponowaną przez Tichonowa (1963) metodę regularyzacji polega-
jącą na stabilizacji rozwiązania zadania (16) poprzez rozwiązanie zmodyfikowa-
nego zadania postaci  

 22
VVVVYYYY

XXXX
LxMxy

x
λ+−

∈
min , (17) 

w którym drugi kwadratowy składnik wskaźnika jakości spełnia rolę funkcji kary, 
a 0>λ  jest parametrem regularyzacji. Operator VVVVXXXX →:L  w problemie (17), 
gdzie VVVV  jest przestrzenią Hilberta z normą 

VVVV
⋅ , jest operatorem regularyzacji 

tak dobranym, aby uzyskać rozwiązanie o poŜądanych własnościach. Zastosowa-
nie jako L  skończonego przybliŜenia operatora róŜniczkowania zapewnia dobre 
wygładzenie rozwiązania (Tikhonov i Arsenin 1977). Jeśli operator IL = , gdzie 

XXXXXXXX →:I  jest operatorem jednostkowym, czyli xIx =  dla kaŜdego XXXX∈x , to 
zadanie (17) przyjmuje standardową postać  

 22
XXXXYYYY

XXXX
xMxy

x
λ+−

∈
min  (18) 

                                                      
1Operator sprzęŜony ∗M  zdefiniowany jest równością xyMMxy ,, ∗=  dla kaŜdego 

∗∈YYYYy  i kaŜdego XXXX∈x , gdzie ∗YYYY  jest przestrzenią sprzęŜoną do YYYY , czyli zbiorem funk-

cjonałów liniowych i ciągłych na YYYY  (Kurcyusz 1982). 
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i zapewnia wyznaczenie rozwiązania o najmniejszej normie.  
 Istnienie i jednoznaczność rozwiązań zadań (17) i (18) zaleŜą od własności 
operatorów M  i L  oraz doboru współczynnika regularyzacji.  

 Jeśli operatory M  i L  są liniowe, a operator LLMM ∗∗ + λ  jest odwracalny 

dla dowolnego λ>0, to zadanie (17) jest dobrze postawione, a jego jednoznaczne 
rozwiązanie dane jest wzorem  

 ( ) yMLLMMx ∗−∗∗ +=
1

λλ  

i jest ciągłe względem wektora y ; ∗M  i ∗L  to operatory sprzęŜone, odpowied-
nio, do M  i L . 
 W przypadku szczególnym, gdy operator IL = , gdzie XXXXXXXX →:I  jest opera-
torem toŜsamościowym, przestrzeń XXXX  jest przestrzenią Hilberta, a operator 

IMM λ+∗  jest odwracalny dla kaŜdego 0>λ , to jedyne rozwiązanie zadania 

(17) dane jest znanym wzorem  

 ( ) yMIMMx ∗−∗ +=
1

λλ  (19) 

i jest to rozwiązanie o najmniejszej normie. 
 Jeśli operator M  jest nieliniowy – a tak jest w zadaniu identyfikacji modelu 
Maxwella– to istnienie rozwiązania i jego własności naleŜy rozstrzygać dla kaŜ-
dego problemu identyfikacji indywidualnie. 

UWAGI KOŃCOWE I WNIOSKI 

 Spośród trzech postulatów Hadamarda w zadaniach identyfikacji modeli lep-
kospreŜystych często, paradoksalnie, najłatwiej zweryfikować pytanie o istnienie 
rozwiązania. Z reguły bowiem modele i miary ich jakości są funkcjami ciągłymi 
względem parametrów, a poniewaŜ parametry modeli, posiadając pewną interpre-
tację fizyczną, przyjmują wartości nieujemne i ograniczone, pytanie o istnienie 
rozwiązania jest pytaniem o minimum funkcjonału ciągłego na zwartym zbiorze 
parametrów dopuszczalnych. A tę kwestię rozstrzyga pozytywnie klasyczne 
twierdzenie Weierstrassa o ekstremum funkcjonału ciągłego na zbiorze zwartym 
(Zangwill 1974, Twierdzenie 7.1).  
 Znacznie trudniej rozstrzygnąć jednoznaczność rozwiązania. Tę kwestię nale-
Ŝy rozstrzygać dla kaŜdego zadania indywidualnie, uwzględniając własności przy-
jętej klasy modeli, zbioru parametrów dopuszczalnych, a takŜe zastosowanej mia-
ry jakości. I tak przykładowo w najczęściej prawdopodobnie rozwiązywanym 
przy badaniu reologicznych własności materiałów roślinnych zadaniu wyznacza-
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nia modelu Maxwella na podstawie dyskretnych pomiarów modułu relaksacji 
optymalnego w sensie najmniejszej sumy kwadratów, moŜna sformułować dość 
ogólne warunki istnienia i jednoznaczności rozwiązania dla modelu trójparame-
trowego (warunki konieczne i dostateczne istnienia trzyparametrowego modelu 
Maxwella podał Jukić (2004), nie uwzględnił on jednak niezbędnego w kontek-
ście modelowania zjawiska relaksacji napręŜeń załoŜenia dodatnich wartości pa-
rametrów modelu). Natomiast juŜ dla modelu czteroparametrowego zadanie to 
z reguły nie posiada jednoznacznego rozwiązania (Kammler 1979, Varah 1985). 
 Kwestię ciągłości rozwiązania łatwo rozstrzygnąć wówczas, gdy modele 
i wskaźniki ich jakości są ciągłe względem parametrów, zbiór parametrów do-
puszczalnych jest zwarty, a rozwiązanie zadania optymalnej identyfikacji jest jed-
noznaczne. Ciągłość tego rozwiązania moŜna wówczas pokazać wykorzystując 
własności funkcjonałów ciągłych na zbiorach zwartych. 
 Większość rzeczywistych problemów to jednak problemy źle postawione. A tu 
uniwersalnym antidotum jest odpowiednia regularyzacja oryginalnego zadania. 
 Modele Maxwella i Kelvina oraz spektra relaksacji i retardacji odgrywają fun-
damentalną rolę w opisie zjawisk relaksacji napręŜeń i pełzania, niezbędne są tak-
Ŝe dla wyznaczenia wielu innych charakterystyk materiałów lepkospręŜystych. 
Błędy w oszacowaniu parametrów tych modeli mogą powodować nawet katastro-
falne błędy wyznaczenia innych charakterystyk materiałów. W kolejnych pracach 
pokazano jak stosując metody teorii problemów źle i dobrze postawionych moŜna 
skutecznie rozwiązać zadania identyfikacji tych modeli. W zadaniu identyfikacji 
modelu Maxwella zastosowano regularyzację problemu oryginalnego. W zadaniu 
identyfikacji spektrum relaksacji jako antidotum zastosowano równocześnie regu-
laryzację i ograniczenie zbioru rozwiązań dopuszczalnych. 
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 Ab s t rac t . The selection of an appropriate mathematical representation is of central importance 
in the analysis of a physical system. Often the choice of the respective model depends on essentially 
two criteria: the particular characteristics to be abstracted and, perhaps more importantly, our ability 
to specify the representation quantitatively. A complication for determining the standard material 
functions of viscoelastic plants, such as the Maxwell and Kelvin models or the relaxation and retar-
dation spectra, is that these problems are undetermined and ill-conditioned. Due to the noise or trun-
cation of the experimental data, many models may fit the relaxation modulus experimental data ade-
quately, but small errors in the data may lead to large changes in the models determined. Four moti-
vating examples are given. Thus the practical difficulty in the identification of these models is 
rooted in a theoretical difficulty. The mathematical difficulties can be overcome by the reduction of 
the set of admissible solutions or by the respective regularization of the original problem. The rem-
edy is a subject of the two next papers.  
 Ke ywo rd s : viscoelasticity, Maxwell model, relaxation spectrum, ill-posed problem 


