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Streszczenie. W pracy roziaask klasyczny zadanie modelowania matematycznego mate-
rialdw lepkospezytych — zadanie wyznaczania modelu Maxwella na favde dyskretnych zakto-
conych pomiar6w modutu relaksacji zgromadzonychesgi¢ relaksacji napeen. Zadanie to jest
zle uwarunkowanym problemem odwrotnym. Celem prasyjezedstawienie remedium, jakim jest
zastosowanie techniki regularyzacji problemu orgfiego. Skuteczri6 tej techniki zilustrowano
na prostym przyktadzie numerycznym oraz dla zadalatyfikacji modelu Maxwella probki bura-
ka cukrowego odmiany Janus badanego w stanie jethwego odksztatcenia w warunkach abci
zen udarowych.

Stowa kluczowe: lepkosgtystas¢, model Maxwella, problerfle postawiony, regularyzacja

WSTEP

Waznym zrodtem informacji o whasnigiach fizycznych surowcéw i produk-
téw rolno-spaywczych § modele reologiczne stosowane do opisu tych materia
tow juz od kilkudziesgciu lat (Chen 1994, Gotacki 1998, 2000, Rao 1998p-
jomos¢ whasndci lepkospezystych materiatdw rolno-spgwczych ma funda-
mentalne znaczenie dla modelowania ich zackomachanicznych podczas de-
formaciji i ptyniccia.

Zazwyczaj przyjmujemyze model jest dobry, satysfakcjoacy, jeili dosta-
tecznie dobrze przylia dane déwiadczalne lub pozwala przewidywajawiska
zachodzce w badanym materiale lub procesie. Klasycznelenmp modelowania
matematycznego materiatdw lepkogitych: zadania wyznaczania modeli Max-
wella i Kelvina g problemamrle postawionymi w sensie Hadamarda. Problemy
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te nierzadko nie posiadajednoznacznego rozydania, a kade z ich rozwizan
ma t wlasnad¢, ze niewielka zmiana danych zadania (np. danycwidalczal-
nych) mae powodowa istotra zmiarg wyznaczonego modelu. llustaujo przy-
ktady podane w pracy (Stankiewicz 2010).

Celem tej pracy jest przedstawienie remediumpjgkist dla zadania identyfi-
kacji parametrow modelu Maxwella regularyzacja amgtnego nieliniowego
problemu najmniejszej sumy kwadratow. Oprdcz nidmego przyktadu nume-
rycznego, rozwzania zilustrowano przyktadem identyfikacji modeluakivella
prébki buraka cukrowego Janus badanego w stanm@siowego odksztatcenia
w warunkach obaizen udarowych.

ROZWIAZANIE ZADANIA IDENTYFIKACJI MODELU MAXWELLA

Modut relaksacji modelu Maxwella, powszechnie stwanego do opisu zja-
wiska relaksacji napgen zachodzcego w materiale liniowo lepkosgystym,
przyjmuje postéskaiczonego szeregu Dirichleta-Prony’ego (Zi i Baz#d2)

n _tV]'

Gm(t9)=X Eje ' +Eq, (1)
j=1
ktérego wektor parametréw
_ T
g—[E]_ En Vi ... Vp Eoo] ,

tworza moduty spezystasci E; oraz czstotliwosci relaksacijiv; poszczegdinych
gakzi modelu, a take parametrE,, oznaczajcy wartg¢ ustalon modutu relak-

sacji (ang.long-term modulus), n oznacza liczbé gakzi modelu. Indeks M” w
(1) oznacza model i pozwala odni¢ model modutu relaksacji (1) od rzeczywi-
stego modutu relaksaci(t) badanego materiatu. Wektor parametrow modelu

g0g, gdzie g jest zbiorem dopuszczalnych parametréw mode{p(t,g) (1).
Poniewa parametryE, v i E,, s nieujemneg ORE™, gdzie R, =[0,00).
Modut relaksacjiG(t) mozna wyznaczy eksperymentalnie rejestagj sik re-

akcji prébki badanego materiatu w standardowy#nigerelaksacji nagten (Go-
tacki 1998, Rao 1999).d8lziemy zaktad§ ze przeprowadzono skozony ekspe-
ryment dyskretny (test relaksacji negen), ktérego rezultatem jest zbiér pomia-

row modutéw relaksacji G(t;)=G(t;)+z(t;) w chwilach czasu t; =0,
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i=1,...,N, gdzie z(t;) jest addytywnym kidem pomiarowym0<t; <T , nato-
miast T <o 0znacza horyzont czasowy eksperymentu.

Problem optymalnej identyfikacji modutu relaksagjiklasie modeli Maxwella
(1) polega na takim doborze wektora parametgilG modeluGy, (t,g), aby mo-

del ten przybltat dane eksperymentalr{é(ti )} jak najlepiej w sensie prajpgo
wskaznika jakaci modelu. Jako migrdokfadndci modelu (1) przyjmiemy kla-
syczny wskanik sredniokwadratowy

Q)= 2 [6)-Gu . 9)F @

Problem optymalnej identyfikacji modelGy, (t,g) (1) sprowadza siwiec do
rozwiazania zadania optymalizacji postaci

Q(g)=min Q(g). (3)
oG

Zadanie to jest od kilkudziegiu lat dobrze znane w literaturze z zakresu
identyfikacji systeméw (Evans i in. 1980, Kamml&79), gdy problem aprok-
symacji danych sumfunkcji wykladniczych jest jednym z najistotniejsh i
najczsciej w analizie danych wysgbujacych zada identyfikacji. Modele wy-
kladnicze g§ bowiem stosowane, przyktadowo, w modelowaniu gxeseczaso-
wych w naukach fizycznych i technologii, przeptywéiepta, dyfuzji komponen-
tébw chemicznych, przeptywow gdzykomorowych w medycynie i biologii, tak
post& przyjmuj réwniez modele kompartmentowe (Gutenbaum 2003). Wiado-
mo take, ze nieliniowy problem aproksymacji danych sufankcji wyktadni-
czych jest zadaniem skomplikowanym i stosunkowodrigtn numerycznie
(Kammler 1979, Varah 1985, Holmstrom i Peterssod220Zle uwarunkowanie
zadania wyznaczania modelu Maxwella ilustruje, gstawiony w pracy (Stan-
kiewicz 2010), numeryczny przyktad identyfikacji deu trojparametrowego,
w ktorym niewielkie zaktdécenia powodugnaczenie wiksze bédy oszacowania
parametréw modelu. Ten prosty przyktad o jednozmaterozwihzaniu wskazuje
takze, ze nawet doskonate dopasowanie modelu do danyshiadczalnych mo-
ze nie gwarantowadobrego oszacowania jego parametrowl froblem jestzle
uwarunkowany. Nieliniowa metoda najmniejszej sumya#lratow oparta na
standardowych numerycznych technikach minimalizatgkich jak algorytmy
kierunkéw poprawy lub metody kierunkéw sgranych, nie jest wic skutecz-
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nym narzdziem wyznaczenia parametrow modelu Maxwella, spilngée woOw-
czas, gdy nie dysponujemy dobrym punktem startoviihtiagu ostatnich kilku-
dzieskciu lat opracowano kilka specjalnych metod aprokagjindanych pomia-
rowych sum funkcji wyktadniczych (Kammler 1979, Evans i in98D, Ruhe
1980) skutecznych jednak tylko przy bardzo restyykgch zat@eniach dotycz-
cych danych pomiarowych. Osborne i Smyth (1995afeinko (Ouibrahim 1989)
oraz Petersson i Holmstrom (1998) zastosowali dwigzania tego zadania igle
starej osiemnastowiecznej metody Prony’ego.z&€ak pracy (Stankiewicz 2005)
zastosowano pewmmodyfikacg metody Prony’ego, ktéra w przypadku czteropa-
rametrowych modeli Maxwella prowadzi do bardzo prge w implementaciji
schematu identyfikacji. W tej pracy wsieamy na maliwosé¢ skutecznego zasto-
sowania do identyfikacji modelu Maxwella zregulay@anej nieliniowej metody
najmniejszych kwadratow.

Zastosowanie regularyzacji Tichonowa (Tikhonowsénin1977) do rozwg-
zania zadania (3) oznacza rozzanie zmodyfikowanego problemu optymalizacji
postaci

mn Qlo)+Alal3=alg* )+ Ao .. (4)

gdzie | 0, oznacza nore kwadratow w przestrzeni euklidesoweR?™?,

a A >0 jest parametrem regularyzacji.

Jak wiadomo skuteczgostosowania techniki regularyzacji Tichonowa zgle
od metody doboru parametru regularyzacji. Dob6r dhesgynnika regularyzacji
jest sztulg wymagajca zarbwno intuicji, dobrych heurystyk, jak igsto wiedzy
apriorycznej o zaktdceniach. Tu zastosujemy prosguk doboru wspétczynnika
regularyzacji, w ktorej uwzgtinia s¢ wprost warté¢ wskanika jakaci modelu,
gwarantujc zatazomg doktadnd¢ aproksymacji modutu relaksacji (an@uaran-
teed Model Approximation— GMA). RegutaGMA zostata po raz pierwszy zasto-
sowana w pracy autorki (Stankiewicz 2003) dla z&dahentyfikacji spektrum

czaséw relaksacji. Dla dowolnegd > fachodzi nierowng Q(Q/‘)>Q(§),
gdzie g jest rozwazaniem (z reguly niejednoznacznym) zadania orygego
(3). Stabilizacja rozwizania zadania (3) odbywagsiviecc kosztem pogorszenia
jakosci wyznaczonego modelu. Naturalstrategi doboru parametru regularyza-
cji A, jest taki jego dob6r, aby gwarantowat on zate doktadnadé Q>Q(§)

~

aproksymacji modutu relaksacji, czyli a@(@j ):Q.
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Interpretagj reguty GMA oraz wana wlasndg¢ uzyskanego rozwezania poda-
je nastpujace twierdzenie. Jego dowdd pomijamy, ponigyest analogiczny do
dowodu twierdzenia 2 w pracy autorki (Stankiewi€D3).

Twierdzenie 1.Niech Q>Q(§). Rozwigzanie zregularyzowane 57' zdefiniowa-

ne przez Q(@" )=Q i (4) jest jedynym rozwigzaniem zadania optymalizacji
min ||g||§ przy ograniczeniu Q(g)<Q.
96

Z twierdzenia wynika,ze dobdOr parametru regularyzacji zgodnie z rgegut
GMA, gwarantujc zatezoma dokltadnéé¢ dopasowania modelu do danych ekspe-
rymentalnych, oznacza wyborssdd wszystkich rozwizan spetniagcych waru-

nek Qu (g)sQN rozwiazania o minimalnej normie, czyli najlepsze wygtadee

wektora g = g’T :
Skutecznéé tej techniki zilustrujemy na przyktadzie zadaentyfikacji mo-
delu Maxwella rozpatrywanych w pracy (Stankiewi€4@).

Przyktad 1. Rozwamy ponownie materiat lepkosgtysty, ktérego modut relak-
sacji G(t) opisany jest funkaj

G(t)=Ee™" +E,, (5)

a wartéci jego parametrow podano w tabeli 1, dla ktéregmyjpto model
Maxwella postaci:

Gm (1)=Em €M +Ep 0 (6)

i przeprowadzono test relaksacji ngmh opisany szczegétowo w pracy (Stan-
kiewicz 2010, przyktad 1). Poniewalla modelu o minimalizacym wskanik

Q parametrzeg (Stankiewicz 2010, tabela XD(g)=0,0336MPa?, przyjmie-
my Q=0,036MPa2, co oznacza niewielkie pogorszenie doktadngrzyblize-
nia modutu relaksacji. Wyznaczono wspétczynpike 4500 oraz parametry

modelu optymalnega = g" — podano je w tabeli 1.
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Tabela 1.Parametry materiatu (5) i jego optymalnego modiésaxwella (6)
Table 1 Parameters of the material (5) and the optimatwédl model (6)

Parametry materialtu  Parametry modelu optymalnego Btedy estymacji parametrow
The material parameters The optimal model parameters The parameters estimation errors

E=10MPa Eyv =9863MPa (E—EM )/ E100% =137%

E., =8MPa Ep =806MPa (EM,OO -E, )/ E., 1006 =07%
v=0025s"1 7y =00251s7! (Fp —v)/v100%=04%
7=40s Ty =39841s (r-7y )/rm00% = 0,398%
n=E/v=400MPals 7, =39295MPals (7-7m )/nA00%=176%

W tabeli 1 podano tek odpowiednie wartei czasow relaksacji i wspotczyn-
nikbéw lepkaci dynamicznej oraz wzgline bkdy estymacji parametrow materia-

tu (5). Wskanik |2, /|G|, 100% =259%, gdzie G =[G(t) ... G(ty)]' to

wektor pomiaréw modutu relaksacjiz=[z(t;) ... z(ty)]" oznacza wektor
wartcsci zaktocé. Najwigkszy z bédow oszacowania parametrow materiatu (5)
nie przekraczd 8% — swiadczy to o skuteczioi zastosowanej techniki regula-
ryzacji. Wzgkdny wskanik jakaosci

N [ = = = 2 —
%z G(ti)—EMe_VMt—EM,m] /G(ti )2 =2.380107*

i=1

jest w tym przypadku mniejszyndla modelu wyznaczonego w pracy (Stankie-
wicz 2010) bez regularyzacji.
Przykiad 2. W tym przyktadzie wyznaczymy czteroparametrowy siddaxwella

GM (t): EM,le_tVM'l + EM,2 e_tVM‘z (7)

opisupcy zjawisko relaksacji w probce buraka cukrowegoudabadanej przez
Gotackiego i jego wspotpracownikow (Gotacki i irD@3). Przebieg testu relak-
sacji nap¢zen oraz sposob wgbnego przetworzenia wynikow eksperymentu opi-
sano szczegotowo w przyktadzie 2 w pracy (Stankiev#010). Dla pierwszego

I drugiego zestawu danych (p. (Stankiewicz 201@§t@sowano opisany powsj
schemat regularyzacji zadania identyfikacji, paramegularyzacji dobrano me-
toda GMA. Poniewa dla pierwszego zbioru danych pomiarowycbdniokwadra-
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towy wskanik jakasci modelu optymalneg@(g)=4,28010"2 MPa?, przyjmiemy
Q=44010" MPa?, co oznacza pogorszenie doktaghiqrzyblizenia modutu re-
laksacji rzdu 2,7%. Dla drugiego zestawu danya®(g)=382310"° MPa?, tu
przyjmiemy Q=385010"° MPa?. Wyznaczono wspdiczynniki  regularyzacii
A=110° i 1=09107%, odpowiednio dla pierwszego i drugiego zestawu da-
nych, oraz optymalne parametry modelu zregularyz@ga — podano je w tabeli
2. W tabeli 2 zestawiono taé& odpowiednie wartei czasow relaksacji i wspot-

czynnikow lepkdci dynamicznej oraz wzefine bedy estymaciji parametréw
modelu. Najwgkszy z nich nie przekracz@,5%, co ponownie potwierdza sku-

teczna¢ techniki regularyzacji Tichonowa.

Tabela 2.Parametry optymalnego modelu Maxwella (7)
Table 2 The parameters of the optimal Maxwell model (7)

Parametry modelu dla Parametry modelu dla
pierwszego zbioru danych drugiego zbioru danych  Bjedy oszacowania parametrow
The model parameters for The model parameters for The parameter estimation errors

the first set of data the second set of data
Em1 =1056069MPa Em1=1057079MPa  (Emi - Emz1)/Emaz (100% =0,096%
Em2 =1699126MPa Em2 =1698912MPa  (Ey2 —Em2)/Em2 100%=0013%
Vm1=0853E-3s71 Un1=0857E-3s1  (Pma—Vma)/Pmy 100%=046%%
V2 =9.98456571 Vp2 =9.99342s71 (Pm2 ~vm2)/ P2 1006 =0,089%
Tma=11723329 s Tm1 =11668611s (Tma = Tm1)/Tma 100% = 0466
Tm2 =0100155s T\.2 =0100066's (tm2 ~Tmz2)/Tm2 100% =0,08%%6

w1 =1238065 MPals 7y =12334649MPals (T —7m1)/fva CLOG% = 03726

Nvz2 =17017540MPals  7y2 =170003MPals  (Tv2 —/7mz2)/ma 100% =0101%

UWAGA KONCOWA

Modele Maxwella i Kelvina odgrywajfundamentals role w opisie zjawisk
relaksacji napzen i petzania w materiatach lepkosgpystych. Bedy w oszaco-
waniu parametréw tych modeli mpgowodowa katastrofalne ledy wyznacze-
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nia innych bazujcych na tych modelach charakterystyk materiatéwzatianiu
identyfikacji modelu Maxwella jako antidotum na algvarunkowanie zadania
skutecznie zastosowano regularyzgmjoblemu oryginalnego. Wspétczynnik re-
gularyzacji dobrano stosyg naturallm w kontekicie zadania identyfikacji modelu
matematycznego metedsMA, gwarantujca zadam doktadndé¢ aproksymacii
pomiarow modutu relaksaciji.
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HOW TO MOLLIFY THE ILL POSEDNESS OF THE PROBLEM
OF MAXWELL MODEL IDENTIFICATION OF VISCOELASTIC
PLANT MATERIALS
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Abstract. The paper deals with the problem of Melkwnodel determination from discrete-
time noise corrupted measurements of relaxationulnedbtained in stress relaxation test. This prob-
lem is known to bell-posed. In this paperthe Maxwell model is determined using nonlinear least
squares method and Tikhonov regularization tectmidhe validity of the approach is demonstrated
using simulated data. The effectiveness of the okithalso demonstrated through the computation of
the four-parameter Maxwell model of a sugar beet sample in the state of uniaxial strain.
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