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Streszczenie. W pracy rozi#eask problem wyznaczania spektrum relaksacji materiatow
lepkospezytych na podstawie dyskretnych zakiéconych pomiame@dutu relaksacji zgromadzo-
nych w tdcie relaksacji nageen. Zadanie to jestle postawionym problemem odwrotnym. Celem
pracy jest przedstawienie remedium, jakim jest migzenie zbioru rozwizan dopuszczalnych i za-
stosowanie techniki regularyzacji. Skutecghtego podeicia zilustrowano na przyktadzie nume-
rycznym oraz dla zadania identyfikacji spektrunakshcji probki buraka cukrowego odmiany Ja-
nus badanego w stanie jednoosiowego odksztatcemiarwnkach obeizen udarowych.
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WSTEP

Zadanie identyfikacji spektrum relaksa#ji(v) zdefiniowanego réwnaniem

G(t)= [H(v)edv, (1)
0

gdzie v oznacza cgtotliwosé relaksaciji, na podstawie dyskretnych pomiaréw
modutu relaksacjiG(t) to problem numerycznego rozaania jednorodnego cat-
kowego roéwnania Fredholma 1-go rodzaju (1). Jestldopostawiony problem
odwrotny (Groetsch 1993, Stankiewicz 2007). Jegwigzanie — jéli istnieje —
jest niejednoznaczne i niggie wzgkdem danych pomiarowych. Oznacza#e,
nawet bardzo mate wahania danych zadania (w tymiellde zakiécenia) mag
powodowd bardzo due fluktuacje wyznaczonego modelu. Zjawisko to ruigt
podane w pracy Stankiewicz (2010a) przyktady idigkegji spektrum relaksacji
danego rozktadem Gaussa oraz spektrum probki burdé@awego.
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W pracy Stankiewicz (2010a) wskazanorémedium w takim przypadku mo-
ze by¢ ograniczenie zbioru rozazan dopuszczalnych lub odpowiednia regulary-
zacja zadania oryginalnego. W przedstawionym g@rschemacie identyfikaciji
spektrum relaksacji zastosowano obie techniki r@zemie.

Najczsciej stosowaa technily regularyzacji jest metoda Tichonowa (Tikho-
nov i Arseninl977), ktéra dla oryginalnego zadania najmniejsaxghdratow
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gdzie y=y+z jest danym elementem przestrzeni Hilbe)fao normielty, z
oznacza zakldcenia, a operafdr: X — ¥ jest znany, polega na stabilizacji roz-
wiazania zadania (2) poprzez rozwanie zmodyfikowanego problemu postaci
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W zadaniu tymA >0 jest parametrem regularyzacji.

Je&li operator M jest liniowy, a przestrze X jest przestrzeniHilberta, to
operator M M+ jest odwracalny dla kalego A > Q Zadanie (3) jest wéw-
czas dobrze postawione, a jego jednoznaczne gpanie dane jest wzorem

xA=(MW+a 1) M5y (4)

i jest to rozwizanie 0 najmniejszej normie.

W zadaniu identyfikacji modelu Maxwella jako amidm wobec ztego uwa-
runkowania zadania zastosowano tylko regularyzaepblemu oryginalnego
(Stankiewicz 2010b). Celem tej pracy jest przedsaig podejcia, w ktorym dla
zadania identyfikacji spektrum relaksacji ogranimaazbiér rozwizan dopusz-
czalnych, a nagpnie zapewniono stabilizacjego rozwizania stosuac technik
regularyzacji Tichonowa. Oprécz przykladu numerggm podano przyktad
identyfikacji spektrum relaksacji probki buraka omkego Janus badanego
w stanie jednoosiowego odksztatcenia w warunkacae udarowych.

IDENTYFIKACJA SPEKTRUM RELAKSACJI

Zattzmy, ze spektrum agstotliwosci relaksacjiH () zdefiniowane jednorod-
nym catkowym réwnaniem Fredholma 1-go rodzaju €bt jfunkcy catkowalra
z kwadratem w przedzialf,«), czyli H(v)OL?(0,0). Warunki istnienia spek-
trum relaksacji catkowalnego z kwadratem podan&tarikiewicz 2010c). Niech
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zbiér liniowo niezalenych ortonormalnych funkcji{hy (v),h, (v),h3(v).... }
tworzy zupetny uktad bazowy w przestrzeni Hilbetta(0,). Spektrum relak-
sacji H(v) mazna rozwin¢ w nieskdiczony szeregH (V)= gx he(v),
w ktorym wspotczynnikigy =['H (v)hy (v)dv. Aby ograniczy zbior rozwazan

dopuszczalnych zagiimy szereg nieskmzony skaczor suny K pierwszych
jego sktadnikow, czyli spektrurhl (v) bedziemy przybliaé szeregiem postaci

K
HK(V)=k§_llgk h (V). (5)

Przyjecie modelu (5) oznacza przyb¢inie modutu relaksacfs(t) szeregiem

o K
Gk (t)=[Hk (v)edv=3 gea(t), (6)
0 k=1
gdzie funkcje
aV)={ h (v)e . @)
0

Zaréwno modelH (v) (5) jak i modut relaksacjG (t) (6) wyznaczony na jego
podstawie zale liniowo od parametrowg, .

Bedziemy zaklada ze przeprowadzono eksperyment, ktérego rezultatsin je
zbiér pomiaréw modutéw relaksaciG (t; )=G(t; )+ z(t;) w chwilach czasu
t; >0, gdzie z(t;) jest addytywnym kidem pomiarowymj =1,...,N . Rozpatry-
wany tu problem optymalnej identyfikacji spektruetaksacjiH (v) w klasie mode-
li (5) polega na takim doborze parametr@y, aby modelG (t) (6) przyblizat da-
ne eksperymentaln@_(ti )} jak najlepiej w sensie wskaika kwadratowego

Q(g) =§1 G(t)-0k ()] =|G- 245, ®)

It oznacza tu norenkwadratows w odpowiedniej przestrzeni euklidesowe;j,

wektor G =[G (y) ... E(tN)]T, a wektor g nieznanych wspotczynnikow w
modelach (5), (6) i macier@ zdefiniowane gjako
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Problem identyfikacji spektrum relaksacji w klagiskcji H (v) postaci (5)
sprowadza giwicc do rozwizania liniowego zadania najmniejszej sumy kwadra-
tow ze wskanikiem (8). Przyblienie funkcji H(v) szeregiemH  (v) ograni-
cza zbior rozwgzan dopuszczalnych do skozenie wymiarowej podprzestrzeni
Lin{ hy(v),..., hg (v)} przestrzenil?(0,0). W konsekwencji problem identyfi-

kacji spektrum relaksacji zostat sprowadzony dddstmego problemu najmniej-
szej sumy kwadratow, w ktérym jednak zazwyczaj mac@ juz dla niewiel-
kich wartgci K jest niepetnego edu kolumnowego. Zadanie jest wowczas
wcigz zadanienvle postawionym w sensie Hadamarda. Dla stabiliagp roz-
wigzania zastosujemy techgikegularyzacji Tichonowa, ktéra w tym problemie

polega na minimalizacji wskaika jakdci ||€—¢g||§ + A g||§ . Optymalny pa-
rametr dany jest wzorem (por. (4))

-1 _
=0T+ a1k ) @G, (10)

gdzie | x jest K wymiarowa maciera jednostkow.

Spardd wielu heurystyk zaproponowanych dla doboru petau regularyza-
cji A zastosujemy tu uogodlniarmetod; sprawdzania krzzpwego (angGenera-
lized Cross Validation — GCV). O jej wyborze decyduje zaréwno prosta idea, ele-
gancja matematyczna oraz fatwy w implementac;ji igfgo, jak i to,ze dla zasto-
sowania metodysCV nie jest niezidna wiedza aprioryczna o zakitéceniach po-
miarowych. W pracach (Golub i in. 1979, Nguyen i 2001) pokazanaze w
przypadku zada liniwo-kwadratowych parametr regularyzacji zgodmigasad
GCV dobiera s jako globalne minimum

Accy =arg minVgey (4) (11)
A0

tzw. funkcji GCV danej wzoremy ., A)=|r( )Hz/tr [M (1)]?, gdzie macierz

M (A)=1 N —¢(¢T¢ + 21k )_1¢T , natomiastr(1)=M(A)G jest wektorem
residualnym dla rozwiania zregularyzowanego (10).
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Uwzgledniajac powyzsze rozwaania model spektrum relaksacji ama wy-
znaczy stosujc nasgpujacy schemat identyfikaciji:

1. Przeprowad eksperyment (test relaksacji nggan (Rao 1999)) i zgromed

pomiary G (t;) modutu relaksacji w chwilach czasu=0, i =1,...,N .

2. Wyznacz macierz (9).
3. Wyznacz funkej Vgey (1), @ nastpnie wyznacz parametdgey rozwiazu-

jac zadanie optymalizacji (11).

4. Wyznacz rozwizanie zregularyzowangAGCV zgodnie ze wzorem (10).
5. Wyznacz spektrum estotliwosci relaksacji dane skoczonym szeregiem

funkeyjnym H (v)=zl’§zlg£GCV he (v).

W rozprawie Stankiewicz (2007) oraz innych pracaatorki, przyktadowo
(Stankiewicz 2003, 2004, 2005, 2010d)wzzconych identyfikacji spektrum
relaksacji oraz spektrum retardacji zaproponowdgorgtmy identyfikacji wy-
korzystupce r@&ne funkcje bazowe (funkcje Laguerre'a, Legendrdemitte’a,
Bessela, Czebyszewa). Pazgji w dodatku A, podano przykiad algorytmu wy-
korzystupcego ukiad funkcji bazowych Laguerre'a. W pracaa tprzeanali-
zowano take szczegdétowo wiaskoi algorytméw, pokazano ich stabikio
i wygtadzenie spektrum relaksacji, zbadano wptywt@een pomiarowych na
wyznaczone spektrum. Podano tamzealvskazowki dotycae doboru parame-
tréw funkcji bazowych oraz ich liczby (por. z#eDodatek A). Szczegdtowo
omowiono roéwnie realizacg obliczen algebraicznych algorytmu z wykorzysta-
niem standardowego dzna gruncie algebry liniowej rozktadu macierzy wzgl
dem wartdci szczegdblnycltsvD.

Poniej zilustrujemy skuteczr$é tego podejcia dla zada identyfikacji spek-
trum relaksaciji rozpatrywanych w pracy Stankiewi@210a).

Przyktad 1. Rozwamy ponownie materiat lepkosgysty o spektrum relaksacji
2
H(v)=e 297172 /g 57 (12)

z przyktadu 3 w Stankiewicz (2010a). Mod®&(t)=G(t)+z(t) sprobkowano
w N =200 punktach ze stalym okresem probkowadib=0,003s gromadzc

pomiary G(t;) (rys. 1).
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Rys. 1.Pomiary modutu relaksacit (t; ) (punkty) oraz jego modaﬂ;K (t) (linia ciagta)
Fig. 1. The relaxation modulus measuremeglg; ) (points) and the mod@g}K () (solid line)

Zastosowano algorytm Laguerre’a, paramétsdO i a =01s dobrano zgodnie

ze wskazéwkami z Dodatku A. Wspétczynnik regulacjzdesc, = 0,0244 Prze-
bieg funkcjiGCV przedstawia rysunek 2(A), posiada ona jednoznaggngnum

globalne. Wskanik jakaici modelu Q[g”ee }=00116. Przebieg funkcji

éK(t):szqgQGCV @ (v) przedstawia rysunek 1. Na rysunku 2(B) przedstawio

spektrumH (v) (12) oraz jego przybtenie Hy (v) .
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Rys. 2. (A) Funkcjavgey (1) (B) Spektrum relaksacjH(v) (12) (linia przerywana) i model
Hy (v) (linia ciagta); przyktad 1

Fig. 2. (A) GCV function v, (1); (B) The relaxation spectrurms(v) (12) (dash line) and the
model { (v) (solid line); example 1
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Przyktad 2. Rozwamy ponownie probk buraka cukrowego odmiany Janus
omawian, w przykladzie 4 z pracy Stankiewicz (2010a) orapmayktadzie 2

z pracy Stankiewicz (2010b). Przeprowadzono ekspeny opisany w pracy
Stankiewicz (2010a). Modelu spektrum relaksacji quame (p. przyktad 4
w Stankiewicz (2010a)) poszukiwano w liniowej pazhstrzeni przestrzeni
L2(0,oo) generowanej przez uktdf = 10 funkcji bazowych Laguerre’a. Wspot-
czynnik a = 5,104s dobrano zgodnie ze wskazéwkami z Dodatku A. Pamnamet
regularyzacjidscy = 3,5-10° dobrano metag GCV. Wskanik jakaici modelu
Q(g'e™v) = 0,6322MPa? réwnoczénie jednak wzgidny bhd aproksymacii po-
miaréw modutu relaksaci N, [&()-6 )/ [6 ()2 n]=13621073 . Wyzna-
czone spektrum reIaksacﬁiK (v) przedstawia rysunek 3. Doktaditodopaso-
wania modeluG, (t) do pomiaréw modutu relaksacii ilustruje rysunek 4.
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Rys. 3.Model spektrum relaksacjj k (v) probki buraka cukrowego Janus
Fig. 3. Relaxation spectrum mode}iK (v) of a sample of sugar beet root
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Rys. 4.Pomiary modutu relaksagg (t; ) (punkty) oraz mode{;K (t) (linia ciagta) — probka buraka cukro-

wego Janus
Fig. 4. Relaxation modulus measuremegiy; ) (points) and the mode}K (t) (solid line) — the sample of

sugar beet root
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UWAGI KONCOWE | WNIOSKI

W pracy przedstawiono schemat optymalnej w sergimniejszej sumy kwa-
dratow aproksymacji spektrum estotliwosci relaksacji skaczora suna funkcji
bazowych na podstawie zakiéconych pomiaréw modataksacji zgromadzo-
nych w dziedzinie czasu. W konsekwencji pierwotngiyem identyfikacji spek-
trum relaksacji — nieska@zenie wymiarowy problem optymalizacji dynamiczrej
zostat zredukowany do statycznego zadania optyaaglitmiowo-kwadratowej. Do
rozwiagzania tego zadania zastosowano techrékularyzaciji Tichonowa wraz z do-
borem wspdtczynnika regularyzacji metagbgdlnionego sprawdzania keoyvego,
co zapewnito stabilrié uzyskanego schematu identyfikaciji. Doklaginaproksyma-
cji spektrum relaksacji zatg zaréwno od kidow pomiarowych, wartgi parametru
regularyzaciji, jak i odpowiedniego doboru wspotasia funkcji bazowych. Odpo-
wiedni dobdr funkcji bazowych pozwala takunikra¢ bleddw kwadratur numerycz-
nego catkowania wygbujacych w wekszaci znanych algorytméw identyfikacii
spektr relaksacji i retardacji (Paulson i in. 200@a to istotne znaczenie w kontek-
scie zle postawionego problemu odwrotnego. We woiBgszych pracach autorki
(Stankiewicz 2003, 2004, 2005, 2007, 2010d) prdean#no dokladng modeli
dla zaktoconych pomiaréw modutu relaksacji oraz agskio na liniow zbieznos¢
modelu do modelu, jaki uzyskalibyy dla pomiaréw idealnych.

DODATEK A- ALGORYTM LAGUERRE'A

Funkcje Laguerre'aaaizytecznym nargdziem modelowania matematycznego
(Campelloa i in. 2004),aswykorzystywane w konstrukcji uniwersalnych ortogo-
nalnych algorytmow identyfikacji systemow (Lecclairii Gevers 2004), jak i al-
gorytmow identyfikacji adresowanych do konkretnyeastosows, np. w biologii
(Marmarelis 1993) czy geofizyce materiatdw o wiasimech lepkospyzystych
(Mikhailenko i in. 2003). Stosowane 8 algorytmach przetwarzania sygnatow
(Yuan 2007) oraz w syntezie algorytmow sterowa¥iefia i Narasimhan 2004).

Funkcje Laguerre'sy (v) dane g szeregami funkcyjnymi (Szabatin 1982)

K mav)2 K (k=1 (mav)I
(W) =(-)*Wa e Eo( j j G , k=12,... (Al

i tworza zupetny uktad funkcji ortonormalnych wz(o,oo). Dodatni parameto
to wspotczynnik skali czasu (angme scaling factor). Funkcje ¢ (t) (7) dla
funkcji Laguerre'a (A.1)spostaci (p. dodatek C.7 rozprawy Stankiewicz (2P07
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qq((t)=(—1)k_12«/EM, k=12,... (A2)

(2t+a)k

Przebieg kilku pierwszych funkcji bazowytp(v) oraz funkcji g (t) dla dwu
réznych wartdci wspotczynnikaa przedstawiaj, odpowiednio, rysunki 5 i 6.

Czestotliwos¢ — Frequency (s'l) Czstotliwasé — Frequency (s'l)

Rys. 5.Funkcje bazowe Laguerrefg(v) dla parametréoww=5ia=0,5,k=1,2,34,5
Fig. 5. The Laguerre basic functiong(v) for parametersr=5 anda = 0.5, k= 1,2,3,4,5

3 ",
a=5 \
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Rys. 6.Funkcje¢k(t) dla algorytmu Laguerre'a; parametry= 5 oraza= 0,5, k=1,2,3,4,5
Fig. 6. Functions% (t) of the Laguerre algorithm, parameters 5 anda = 0.5, k= 1,2,3,4,5

tatwo zauway¢, ze im wigksz wartgs¢ przyjmuje parametrr , tym mniejsze
Sa czgstotliwaosci, czyli wigksze czasy relaksacji. Analizgj przebieg funkcji ba-
zowych ¢ (t) tatwo stwierdz, ze odpowiadaj one typowym przebiegom modu-
lu relaksacji rejestrowanym éwiadczalnie. Zgrubna strategia doboru wspét-
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czynnika a bazuje na poréwnaniu, dlaztych wartdci stalej o, uzyskanych
eksperymentalnie przebiegdw czasowych modutu retgksG(t) oraz kilku

pierwszych funkcji cigu {g@ (t)}. W ten sposéb nima take wstpnie oszaco-

wat liczbe K skladnikéw szeregu funkcyjnego (6). Oznaczazéozaréwno wy-
boér liczbyK sktadnikow modelu (5), jak i parametm nalezy przeprowad a
posteriori po wstpnej analizie wynikow eksperymentu.
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HOW TO WELL FORMULATE THE PROBLEM OF RELAXATION
SPECTRUM IDENTIFICATION OF VISCOELASTIC PLANT MATERLS
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Abstract. As it was emphasized in the first pdrthés paper, the problem of relaxation spec-
trum determination is the practical problem of mestoucting the solution of Fredholm integral
equation of the first kind of convolution type fraime-measured data. This problem is known to be
severelyill-posed. This means that in particular small changes imsueed relaxation modulus can
lead to arbitrarily large changes in the relaxaspectrum. In remedy, some reduction of the admis-
sible solutions set or respective regularizatiotheforiginal problem can be used. In this papéhn bo
the techniques are used simultaneously. A finiteegisional approximation of the spectrum by the
linear combination of orthogonal functions is comdd with Tikhonov regularization. A resulting
simple identification scheme is outlined. The effemess of the method is demonstrated through
the computation of the relaxation spectrum of aasliget root sample in the state of uniaxial strain
A numerical example of determining the Gaussiaaxagion spectrum is also enclosed.

Keywords: viscoelasticity, relaxation spectruripibsed problem, regularization



